El libro Tratamiento didactico a las funciones
elementales en la ensefianza de las matematicas se
encuentra estructurado en dos capitulos. En el primero,
se analizan los conceptos, definiciones y operaciones de
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Resumen

El libro Tratamiento didactico a las funciones elementales en la ensefianza de las
matematicas se encuentra estructurado en dos capitulos. En el primero, se analizan los
conceptos, definiciones y operaciones de las funciones elementales. Posteriormente, se examinan
las funciones: lineal, cuadratica, modular, de proporcionalidad inversa, cibica, raiz cuadrada, raiz
cubica, exponencial, logaritmica, trigonométricas, y concluye, con ejercicios del capitulo. El
segundo capitulo se dedica a la aplicacion de las funciones.

Palabras clave: matematica, funciones lineales, cuadratica, modular, de proporcionalidad
inversa, clbica, raiz cuadrada, raiz cubica, exponencial, logaritmica, trigonométricas, ejercicios

Abstract

The book Tratamiento didactico a las funciones elementales en la ensefianza de las matematicas
is structured in two chapters. In the first one, the concepts, definitions and operations of
elementary functions are analyzed. Subsequently, the following functions are examined: linear,
quadratic, modular, inverse proportionality, cubic, square root, cube root, cube root, exponential,
logarithmic, trigonometric, and concludes with exercises from the chapter. The second chapter is
devoted to the application of functions.

Keywords: mathematics, linear, quadratic, modular, inverse proportionality, cubic, square root,
cube root, exponential, logarithmic, trigonometric, trigonometric functions, exercises
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Introduccion

El concepto de: funcidn, esta implicito en la Matemaética desde las primeras civilizaciones, con el
estudio de las tablillas de barro babilonicas de la coleccion de Plimpton, que datan del afio 1900
a.n.e. A finales del siglo XVI e inicios del XVII, las ecuaciones eran una herramienta
indispensable en el desarrollo de la Matematica. Con la introduccion, en 1637, de los primeros
sistemas de coordenadas, por el matematico francés René Descartes (1596-1650), fue posible
expresar el conjunto solucion de las ecuaciones mediante puntos, rectas y curvas, contribuyendo
asi al nacimiento del concepto de funcion, sin embargo, esta palabra no surge como tal hasta que
el matematico aleman W.G. Leibniz (1646-1652) la utiliza en 1694 para designar una relacion de
dependencia entre dos magnitudes.

Este concepto es el resultado de una larga evolucidn histérica, hasta que su uso mas generalizado
ha sido el definido en 1829, por el matematico aleman Peter Dirichlet. El estableci6 que, si dos
variables “X” y “y” estan relacionadas de manera que a cada valor de “X” le corresponde
exactamente un valor de “y”, entonces se dice que “y” es una funcién de “X”.

Gracias al lenguaje simbolico de la matematica hoy en dia no solo se puede establecer de manera
univoca el significado de las proposiciones matematicas, sino que también se facilita escribirlas
de forma méas compacta y clara, lo cual favorece su comprension y fijacion, y permite el
desarrollo de calculos y algoritmos, que si bien son posibles en teoria mediante el lenguaje
natural, se podrian realizar dificilmente en la practica.

De esta manera podemos establecer relaciones en diferentes formatos y podemos interpretar,
representar o generalizar situaciones de la realidad o de la propia Matematica, mediante reglas
verbales, tablas, graficos o ecuaciones que describen funciones.

En la ciencia, en la asignatura y en la vida préactica, es de gran importancia el conocimiento de las
funciones matematicas, generalmente las investigaciones buscan dependencias y relaciones lo
cual hace evidente la posibilidad que encierra este contenido para ilustrar el vinculo de la
Matematica con la realidad objetiva y asi comprender su importancia, como medio para
transformar la realidad. En la escuela, este tema constituye base para el estudio de otras unidades
teméticas que proporcionan una sdlida formacion de los estudiantes. Mediante su estudio, se
contribuye con el desarrollo del pensamiento funcional como una forma especifica del
pensamiento matematico, para lograrlo se debe partir de considerar relaciones y dependencias
entre conjuntos, magnitudes, variables, etcétera, tratando de delimitar como unas determinan
otras, es decir, descubriendo relaciones entre objetos, teniendo en cuenta una ley de formacién.
(S. Ballester, 2000).
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En los actuales programas del bachillerato, se prevé el abordaje de las funciones, a partir de
textos que presentan insuficiencias tanto en el tratamiento a los contenidos como a la calidad y
cantidad de ejercicios para el desarrollo de habilidades; lo que repercute considerablemente en la
actuacion de los profesores y estudiantes durante el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Estas apreciaciones fueron identificadas por el colectivo de autores. Con tales motivaciones se
realizé un diagndéstico profundo de las causas y se implementd la propuesta, consistente en el
tratamiento de cada una de las funciones elementales, lo que se aprecia en este trabajo; mediante
cuadros resumenes Yy ejercicios para la practica y la sistematizacion, distribuidos en categorias,
con el objetivo de lograr el desarrollo de habilidades, aplicacion al formato diverso y a la practica
cotidiana. Hay que tener presente que el estudio se convierte en una necesidad vital y, al mismo
tiempo placer; cuando el joven desarrolla, en el proceso de obtencion del conocimiento, la
iniciativa y la actividad cognoscitiva independiente.

Este material, realizado con mucho amor, puede ser de gran ayuda para los estudiantes de
diferentes niveles y tipos de ensefianzas que aborden el tema de las funciones como objeto de
estudio dentro de la asignatura Matematica, sirve ademas como material de consulta para
docentes, padres u otros profesionales que tengan la necesidad de utilizar las funciones como
solucion de problemas profesionales o personales.

Capitulo 1. Las funciones elementales
1.1- Conceptos, definiciones y operaciones de las funciones elementales

e Definiciones:
e Una funcion f, es una correspondencia donde a cada elemento de un conjunto de

partida se le hace corresponder un nico elemento del conjunto de llegada.
Ejemplos:

Determina cuéles de las siguientes correspondencias definen una funcion.

a) La correspondencia donde a cada hijo se le hace corresponder su padre.
Si analizas esta correspondencia te percataras, que si representa una funcion, ya que a
cada hijo le corresponde un unico padre, es decir ningin hijo tiene mas de un padre, por
lo que llevado a la definicion, a cada elemento del dominio le corresponde una Unica

imagen.
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b) La correspondencia definida de N — N, donde a cada numero natural x se le hace
corresponder su mitad.

En este caso, la correspondencia planteada no define una funcién, observa por qué;

analizando la condicion dada debes de preguntarte: ;La mitad de todo numero natural

representa un namero natural? Pues claro que no, esta condicion solo la cumplen los

numeros naturales pares, la mitad de los numeros naturales impares no representan

ndmeros naturales, sino niUmeros fraccionarios.

c) La correspondencia definida de R — R, donde a cada ndmero real X, se le hace
corresponder su cuadrado.

Esta correspondencia si define una funcion, al preguntarte la condicién: ¢EIl cuadrado de

todo namero real representa un namero real? Pues claro que responderds que si. Esta

operacion resulta muy facil de desarrollar, pero ademas debes tener en cuenta que el

cuadrado de un namero real es siempre unico, por lo que queda clara la definicion.

d) La correspondencia definida deZ — Q, donde a cada nimero entero X, se le hace

corresponder su inverso.
Esta condicion que se plantea en esta correspondencia, no representa una funcion, al

preguntarte: ¢ EIl inverso de todo nimero entero es un nimero racional?, pues claro que si,
. . 4 1 L
excepto el de cero, pues el cero no tiene inverso, recuerda que 0 = 0" y esta operacion

se indefine.

e Una funcion fde X en Y (f: X — Y), es un conjunto de pares ordenados (x;y) tal
que X € X, y aparece como la primera coordenada de solo un par ordenado.

Ejemplos:

Determina cuales de los siguientes conjuntos de pares ordenados definen una funcion.

a) A={12)(23)(34)(45)(56)}
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Este conjunto de pares ordenados si define una funcion, analiza que los pares ordenados

tienen como coordenadas (x; y), luego los valores de la variable x en este conjunto son

{1;2;3;4;5}, por lo que ninguno se repite, luego queda clara la definicion planteada.

b) B={(22):(33):(4:4):(45).(55)}
Este conjunto de pares ordenados no define una funcion, analiza que los valores de la

variable x en este conjunto son{2;3;4;4;5}, por lo que el valor 4 aparece como primer

componente de dos pares ordenados, es decir, para un mismo dominio existen dos

imagenes diferentes, luego queda clara la definicion planteada.

c) A={xy)y=4x;xeR}
Este caso define un conjunto de pares ordenados (x; y), tal que a cada xR se le hace

corresponder su cuadruplo, analiza que si representa una funcion, ya que el cuadruplo de

cada namero real es Unico, ningn namero tiene mas de un cuadruplo.

d) A= {(x;y)/y:\/;;XE N}
Este caso define un conjunto de pares ordenados (x; y), tal que a cada x e N se le hace

corresponder su raiz cuadrada, analiza que no representa una funcién, ya que cada
namero natural tiene dos raices cuadradas, una positiva y otra negativa, entonces para un
mismo valor del dominio corresponden dos valores diferentes de la imagen, es decir el

valor x aparece como primer componente de dos pares ordenados.

e Un grafico es funcion; si cualquier recta paralela al eje de las ordenadas, corta al

gréafico en un Unico punto.

Ejemplos:

Determina cuéles de los siguientes graficos definen una funcion.
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a) A b) ¥ &
Caso / a:
Si

L J

colocas tu regla paralela al eje de las ordenadas (eje y) y la vas desplazando por el eje de
las abscisas (eje x) observaras que esta corta al grafico en mas de un punto, por lo que
esta grafica no representa una funcién, ya que para un mismo dominio existe mas de una

imagen.

Caso b: Al realizar el mismo procedimiento que en el caso anterior con tu regla,
observaras que esta cortara el grafico en un Gnico punto, por lo que entonces este grafico

si representa una funcién, al igual que el caso c.

e Dominio de una funcién: Si a cada elemento x de un conjunto A, la funcién f le hace
corresponder un Unico elemento y de un conjunto B, entonces decimos que X es el
dominio de y. Por lo que el dominio de la funcion f es el conjunto A, o conjunto de
partida. Por tanto, si una funcién se define como f : A — B, entonces el dominio de
f es el conjunto A, y en el caso que no se especifique el dominio, entonces se entiende
que el subconjunto de los nimeros reales mas amplio posible es donde estén definidas
todas las operaciones o condiciones que exija la funcion.

Gréaficamente es la proyeccidn sobre el eje de las abscisas, es decir, son todos los valores
que puede tomar la variable x, para ello debes analizar las operaciones que intervienen en

su ecuacion y cuéles de ellas, se indefinen o se indeterminan en el conjunto de los

nameros reales:

e Division por cero (divisor # 0)

e Radicacién par de nimeros negativos (radicando > 0)
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e Logaritmacion (base > O;base # 1;arg umento > 0)

Ejemplos:

Determine el dominio de definicion de las siguientes funciones:

a) f(x):X2+5X+6

Analizando las operaciones a las que se somete la variable X en esta ecuacion:
potenciacion, multiplicacion y adicion, podras concluir que ninguna de ellas tiene
restricciones en el conjunto de los numeros reales, por lo que resulta que esta ecuacion

siempre estard definida en este conjunto, luego su dominio de definicién es:

Domf = {x € R}.
5
b) g =——+9
) 9 X+ 2

Analizando las operaciones a las que se somete la variable x en esta ecuacion: division y
adicion, podras concluir que la Unica que tiene restricciones en el conjunto de los
nameros reales es la division, recordando la condicion para la cual estd definida la
division (divisor # 0), resulta que x+2 # 0, resolviendo queda que X # —2, luego su

dominio de definicion es: Domg = {x € R : x = —-2}.

C) h(x) = 9X72 + 4

Analizando las operaciones a las que se somete la variable X en esta ecuacion:
potenciacién, sustraccion y adicion, podrds concluir que ninguna de ellas tiene
restricciones en el conjunto de los niumeros reales, por lo que resulta que esta ecuacion
siempre estara definida en este conjunto, luego su dominio de definicion es:
Domf = {x € R}.

d) gy =vx+5-2

Analizando las operaciones a las que se somete la variable x en esta ecuacion: radicacion

de indice par, adicion y sustraccion, podras concluir que la Gnica que tiene restricciones

e
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en el conjunto de los numeros reales es la radicacion de indice par, la cual debe cumplir la
condicion que el (radicando > 0), resulta que Xx+5> 0, resolviendo esta inecuacion
lineal obtienes que x >-5, por lo que su representacion grafica queda su dominio de

definicion es: Domq = {x € R : x > -5},

0 p(X):Iog(x+2)
X+5

Analizando las operaciones a las que se somete la variable x en esta ecuacion:
logaritmacion, division y adicion, podras concluir que las Unicas que tienen restricciones

en el conjunto de los numeros reales son la logaritmacion y la division. En la
logaritmacion, la variable solo interviene en el argumento (argumento >0) y z
en la division (divisor # 0), resulta que tengo que analizar dos condiciones N
diferentes Xx+2>0 y x+5=0 , resolviendo estas dos condiciones resulta que X > —2
y Xx=-5, la representacion grafica seria, luego su dominio de definicion es:

Domp = {x € R : x > -2} ya que el -5 queda excluido en este intervalo.

e Imagen de una funcién: Si a un elemento x de un conjunto A, la funcién f le hace
corresponder un elemento y de un conjunto B, entonces decimos que y es la imagen de x
(o también que x es la preimagen de y mediante la funcion /') y se escribe fi,) =y . Al
conjunto formado por todos los elementos de B que tengan al menos una preimagen en A,
se llama imagen o codominio de la funcion f .

Gréaficamente, es la proyeccién del grafico sobre el eje de las ordenadas, es decir todos
los valores que puede tomar la variable y. Para determinar la imagen de una funcion es
recomendable despejar a la variable x, si es posible, y analizar las operaciones a las que
estd sometida la variable y, de este modo analizamos cuéles de ellas se indefinen o

indeterminan en el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplos:

Determine la imagen de las siguientes funciones:

10
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Para analizar la imagen de una funcion debes despejar a la variable x, en caso de que se
pueda, en este caso si es posible, por lo que resulta que x = \/ﬁ—S, al analizar las
operaciones a las que es sometida la variable y en este despejo: radicacion de indice par y
sustraccion, podras concluir que la Unica que tiene restricciones en el conjunto de los
nameros reales es la radicacion de indice par, recordando la condicion para la cual esta

definida (radicando > 0), resulta que y—6 >0, resolviendo esta inecuacion queda
que Yy =>6, la representacion gréfica de esta inecuacion, recordando que el dominio de
esta funcion es el -] " conjunto de los nimeros reales, entonces su imagen

es: Imgf ={yeR:y>-6}.

b) h(x)ZS\/X—2+7

En este caso después de despejar la variable x, resulta que x = (y — 7)5 + 2, al analizar las

operaciones a las que es sometida la variable y en este despejo: potenciacion, adicién y
sustraccion, podras concluir que ninguna tiene restricciones en el conjunto de los
nameros reales y el dominio de esta funcidn es el conjunto de los nimeros reales, por lo

que su imagen es: Im gh = {y e R},
€) ty =3x+6;(-2<x<5)
En este caso después de despejar la variable x, resulta que x :%y—z, al analizar las

operaciones a las que es sometida la variable y en este despejo: multiplicacion y
sustraccion, podras concluir que ninguna tiene restricciones en el conjunto de los
nameros reales pero el dominio de esta funcion esta restringido, entonces analizando la
monotonia de esta funcion se puede concluir que es mondtona creciente en todo su

dominio. Luego para analizar su imagen debes determinar la imagen para cada valor del

et

o
11
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dominio dado t_, =0y t =21, y representando estos valores resulta que la imagen es:

Imgh={yeR:0<y<21}

Nota: en caso de que la funcion hubiese sido mondtona decreciente, entonces el sentido
de las desigualdades se hubiese invertido, recuerda que a medida que las x aumentan, las

y disminuyen.

El cero de una funcidn es el valor del dominio tal que su imagen es cero, y graficamente
se puede ver como la abscisa corta o topa al eje de las abscisas o eje de las x. Una funcion
puede tener uno, varios o simplemente no tener cero, se determina igualando la ecuacién

acero, f(,) =0,y resolviendo esta ecuacion.

Ejemplos:

Determina los ceros de las siguientes funciones:

a) m(x) = X2 + 25

x* +25=0 (Igualando la ecuacion a cero)

x*> =25 (Resolviendo la ecuacion cuadratica)

X =+/-25 (Indefinido en el conjunto de los nimeros reales)
Por lo que la funcidbn m no tiene ceros.

b) K, =log,(x+5)-4

log,(x +5)—4 =0 (Igualando la ecuacién a cero)
log, (x +5)=4 (Resolviendo la ecuacion logaritmica)

x+5=2" (Aplicando definicion de logaritmo)
X=16-5

x=11

12
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Luego, el cero de la funcion kesx =11.

0 w., = 2x+1
(x) X—9
2X +91 =0 (Igualando la ecuacion a cero)
X_
2x+1 . . : .
5~ 0/-mem(x—9),x = 9 (Resolviendo la ecuacion fraccionaria)
X_
2x+1=0
1
X=—=
2

., 1
Luego, el cero de la funcion w esx = 5

El intercepto de una funcién con el eje de las ordenadas es el valor de la imagen tal que
su dominio es cero. Graficamente es la imagen del punto donde la funcién corta o topa al

eje de las ordenadas o eje de las y, se determina evaluando la funcion parax =0.

Ejemplos:

Determina el intercepto con el eje de ordenadas de las siguientes funciones:

a) p(x) = X3 +8

P =0’ +8=8 (Evaluando la funcién parax = 0)
Luego, el intercepto con el eje de ordenadas de la funcion p,esy =8.

b) V) =5x-7

Vig) =5-0-7=—7 (Evaluando la funcion parax =0)

13
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Luego, el intercepto con el eje de ordenadas de la funcionv, esy = -7.
Q) y=_-4
X

y:%—4 (Evaluando la funcion parax =0, se obtiene que la division por cero se

indefine)
Resulta entonces que la funcion no intercepta al eje de las ordenadas.

e En el signo de una funcion, conocido su grafico, sera positivo en los intervalos donde el
gréafico de la funcion esté por encima del eje de las abscisas 0 eje de las x; y negativo cuando
esté por debajo del eje.

» Conocida su ecuacion:

* Positiva: cuando f|,,es mayor que cero (f(x) > 0).
* Negativa: cuando f;,,es menor que cero (f(x) < O).
* No negativa: cuando f,,es mayor o igual que cero (f(x) > O).
» No positiva: cuando f;,,es menor o igual que cero (f(x) < O).

Ejemplos:

Determina el signo pedido, en las siguientes funciones:
a) C)=|x—2/—4; positiva,
|x - 2| —4 >0 (La funcidn tiene que ser estrictamente mayor que cero)

|x - 2| > 4 (Analiza que el médulo de(x — 2), siempre seré positivo)

(x—2)=4 —(x-2)=4 (Recuerda que (x—2) puede ser positivo 0 negativo)

X=4+2 —Xx+2=4 s

-2 a]

X =6 X, =-2

14
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R/{xe®R:-2>x>6}

b) y=%x+1-2; negativa.

x+1-2<0 (La funcion tiene que ser estrictamente menor que cero)
Yx+1<2 ;(E

(?{/X_Jrl)3 <2®

X+1<8 R/{xeR:x>7}

Xx<7

¢) 24 =(03) " ~1; no negativa.

(0,3)*2’l —1>0 (La funcion tiene que ser mayor o igual que cero)
(03)°* >1
(0,3)°™* >(0,3)° (Transformando a una base constante)

x> -1<0 (ComoO0 < base <1, el sentido de la desigualdad se invierte)

Xx+1=0 x-1=0 - 1

(x+1)x-1)=0

X =-1X,=1 RI{xeR:-1<x<1}

d y= . 2; no positiva.
X+4

1 . .
o4 2 <0 (La funcion tiene que ser menor o igual que cero)
X+

15
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1-2(x+4)

2 <0 (Ampliando a un mismo denominador)
X+

1_2X_8£O
X+4

—2x=7 :17 <0/-(~1) (La variable de mayor grado del numerador es negativa)
X+

2X+7
X+4

>0 (Se multiplico solo el numerador, luego se invierte la desigualdad)

Ceros del numerador (Anulan) Ceros del denominador (Indefinen)

2X+7=0 x+4=0

x:—Z Xx=-4
2
_ . 7
* R/{XGER:—4SXS——}
2
4 _ L
2

e Funcion inyectiva: Si para dos valores iguales de la imagen le corresponden valores
iguales del dominio.

e Si es mondétona creciente o mondétona decreciente, estrictamente, en todo su

dominio.

e Conocido el gréfico, cualquier recta paralela al eje de las abscisas (eje x), esta

intercepta un dnico valory.

Ejemplos:
Analiza cudles de las siguientes funciones son inyectivas:

a) y=-2x-9
e Analiza las operaciones contrarias a las que es sometida la variable x: division

y adicién; ellas cumplen la condicién de ser uUnica, luego la funcidon es

inyectiva.

16
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Analiza que la siguiente funcion es mondtona decreciente en todo su dominio,
luego la funcion es inyectiva.
Si realizas el esbozo grafico observaras que toda recta paralela al eje de

abscisas corta al grafico en un Unico punto, luego la funcion es inyectiva.

b) y=x*>-5x+6

Analizando la monotonia de esta funcidn observaras que crece y decrece por
intervalos, por lo que no es inyectiva.

Analiza las operaciones contrarias a las que es sometida la variable x:
radicacion de indice par, adicion y sustraccion; de ellas la que cumple la
condicion de no ser Unica es la radicacion de indice par, recuerda que la raiz
par de un numero positivo es positiva y negativa, luego la funcion no es
inyectiva.

Si realizas el esbozo gréfico observaras que existen rectas paralelas al eje de
las abscisas que cortan el gréafico en mas de un punto, luego la funcién no es

inyectiva.

c) y=log(x+5)

Analiza las operaciones contrarias a las que es sometida la variable x:
potenciacién y adicion; todas cumplen la condicion de ser Unica, luego la
funcién es inyectiva.

Analiza que la siguiente funcion es monotona creciente en todo su dominio,
luego la funcion es inyectiva.

Si realizas el esbozo grafico observaras que toda recta paralela al eje de las

abscisas corta al grafico en un tnico punto, luego la funcion es inyectiva.

e Funcion sobreyectiva: Si a cada elemento del conjunto imagen, le corresponde al menos

un elemento del conjunto dominio, la imagen es plena.

Ejemplos:

Analiza cuéles de las siguientes funciones son sobreyectivas:

a) y=

(x+2)° +1

17
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Analiza que esta funcion tiene imagen plena, luego la funcién es sobreyectiva.

b) y=+x+3

Analiza que esta funcion no tiene imagen plena, luego la funcion no es

sobreyectiva.

C) y:(x—3)2—4;{y693:y2—4}

Analiza que esta funciobn no tiene imagen plena, pero piden
para{y eER:y> —4}, luego en este intervalo la funcion si tiene imagen plena,

por lo que es sobreyectiva.

e Funcidn biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Ejemplos:

Analiza cudles de las siguientes funciones son biyectivas:

Q) y=2""-2

Analiza por cualquiera de las vias analizadas anteriormente, que esta funcion
es inyectiva. Pero al analizar observaras que no tiene imagen plena, por lo que

no es sobreyectiva, ni biyectiva.

b) y=x"-LiyeR:y=-1

Analiza por cualquiera de las vias analizadas anteriormente, que esta funcion
no es inyectiva. Al analizar observaras que no tiene imagen plena, se pide en
su conjunto imagen, por lo que si es sobreyectiva, por tanto al no cumplir la

doble condicion, no es biyectiva.

c) y=3Yx—-4+2

Analiza por cualquiera de las vias analizadas anteriormente, que esta funcion
es inyectiva. Al analizar observaras que tiene imagen plena, por lo que es

sobreyectiva, por tanto la funcion es biyectiva.

18
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e Monotonia: Si el dominio de definicion de una funcion y=f ) contiene al intervalo

(@; b) y x1y X2, son numeros cualesquiera, pertenecientes a (a; b), tales que xi<xz,

entonces:

e La funcion y=f () crece estrictamente en (a; b), si f x1) < f x2).

La funcion y=f () decrece estrictamente en (a; b), si f x1) > f x2).

A las funciones que crecen o decrecen estrictamente en (a; b), se les llama mondtonas en

este intervalo.

El analisis de la monotonia de una funcion y=f (), consiste precisamente, en determinar

los intervalos en los que se descompone su dominio; de manera que en cada uno de ellos

y=f (x), crece o decrece estrictamente.

La porcién de la grafica de una funcidn que corresponde a un intervalo en el que ella es

estrictamente creciente es ascendente, mirado de izquierda a derecha; por el contrario,

una porcion de gréafica que desciende al mirarla de izquierda a derecha, corresponde a una

funcidn que es estrictamente decreciente en el intervalo en cuestion.

e Paridad de funciones:

e Par: una funcion es par, si su grafico es axialmente simétrico, es decir, respecto al

eje de ordenadas (eje y) y se cumple que: f,, = f_,)

Teorema: Si una funcién f es inyectiva, entonces f no es una funcion par.

e Impar: una funcion es impar, si su grafico es centralmente simétrico, es decir,

respecto al origen de coordenadas o respecto al par ordenado (0;0) y se cumple que:
—Jw = Jew

e Si el dominio no es simétrico con respecto a x = 0, la funcidn no es par ni impar.

Ejemplos:

Clasifica las siguientes funciones segun su paridad:

2
f(x) =X —5
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e Analiza el esbozo grafico de la funcion y observards que es axialmente
simétrico, unicamente (simétrico respecto al eje de las ordenadas), por lo que la

funcion es par.

* Analiza que para que sea par, debe de cumplirse que: f,, = f_,

fg =x"=5 T =(-x)-5=x"+5

Luego se cumple la condicién que, f,) = f_,, por lo que la funcion es par.
* Analiza que para que sea impar debe cumplirse que: f,, =—f

fg =% =5 —f. = _l(— x)’ —5J= —[X2 +5]: —x*-5

Luego f,) = —f_,, por lo que la funcion no es impar.

9 =X

e Analiza el esbozo grafico de la funcion y observaras que es centralmente
simétrico Unicamente (simétrico respecto al origen de coordenadas), por lo que

la funcion es impar.

* Analiza que para que sea impar debe de cumplirse que: g, =—-9

9 =X —0Q(n= —(=x) =x°
Luego se cumple la condicion que g ,, = —g_,), por lo que la funcidn es impar.

* Analiza que si es par, debe de cumplirse que: g,) =g

) = x? 9 = (_ X)3 =—x°
Luego se cumple la condicion que, g,, # g_,), por lo que la funcion no es par.

h(x) = 6X—7

e Analiza el esbozo grafico de la funcion y observaras que no es centralmente

simeétrico (simétrico respecto al origen de coordenadas), ni axialmente simétrico
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(simétrico respecto al eje de ordenadas), por lo que la funcién no es par ni
impar.

* Analiza que para que sea impar debe cumplirse que: h,, =-h_,,

hyy =6x=7 —h_, =—-6(-x)-7]=6x+7

Luego no se cumple la condicion que, h,, #—h_,,, por lo que la funcion no es

impar.

* Analiza si es par, debe cumplirse que: h,, =h_,

h(x) = 6X—7 h(—x) = 6(— X)—7 = —6X—7
Luego se cumple la condicion que, h,, # h,_,,, por lo que la funcion no es par.

Eje de simetria: es la recta perpendicular al eje de las abscisas que divide al grafico de

una funcién en dos partes iguales, si conocemos dos puntos del grafico (X1, p) y (X2, p), el

. . . p . X, +X
eje de simetria pasara por el punto medio entre estos, o sea la rectax = —2——2 .

Nota: una funcién tiene eje de simetria cuando aplicandole una simetria axial al gréafico
de su funcidn correspondiente, a través del eje de las ordenadas o una paralela a esta, el
gréafico de la funcién se transforma en si misma. Una funcion tiene eje de simetria,
cuando una de sus ecuaciones es par, excepto la funcién lineal, que la Unica que tiene eje

de simetria es la de ecuaciény =n.

Ejemplos:

Determina, en caso de exista, el eje de simetria de las siguientes funciones:
a) y=x’
e Si analizas esta funcién es par, por lo que si tiene eje de simetria, y se calcula

sustituyendo por dos elementos del dominio, cuya imagen sea la misma, en este
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-3+43 0
2

caso para imagen 9, los dominios son opuestos + 3, luego x = Oy

el eje de simetriaes larecta x=0.
b) y=(x+2)’-4
e Si analizas esta funcion observaras que ninguna de sus ecuaciones es par, por lo
que no tiene eje de simetria.
c) y=2
e Si analizas esta funcion es par, por lo gque si tiene eje de simetria, calculando
resulta que cualquier electo del dominio tiene la misma imagen, pero como es
una recta paralela al eje de las abscisas entonces su eje de simetria es la
rectax=0.

d) y=|x+5-4
¢ Si analizas esta funcidén no es par, pero la ecuacion y|x|, que es su ecuacion

candnica si es par, por lo que si tiene eje de simetria, para el cual se calcula
sustituyendo por dos elementos del dominio, cuya imagen sea la misma, en este

caso se puede determinar x, =—-d+ny x =-d—-n,con neR:n=—d, luego

X_(—5+2)+(—5—2)_—3—7_—10
- 2 22

=-5 y el eje de simetria es la recta
X=-b.

5
e) y=—""19
)y .

e Si analizas esta funcion observaras que ninguna de sus ecuaciones es par, por lo
gue no tiene eje de simetria.
Nota: Las unicas funciones elementales que tienen eje de simetria son la lineal en la

formay =n, la cuadréatica, la modular y el coseno. El eje de simetria de una funcion
lineal cuando es de la formay =n, es la recta x =0y en las demas es la recta que tiene

como ecuacion x =—d
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e Punto de Inflexion: es el punto donde estd definido el sentido de la concavidad de una
funcidn, es decir, es el punto donde la funcion pasa de cdncava a convexa o viceversa.

e Las unicas funciones elementales que tienen punto de inflexion son la cubica y su inversa
y las trigonométricas.

e El valor maximo de una funcion es el mayor valor que puede alcanzar un elemento de su
imagen.

e Nota: Una funcion solo puede tener valor maximo cuando su imagen esta restringida.

e El valor minimo de una funcién es el menor valor que puede alcanzar un elemento de su
imagen.

e Nota: Una funcion solo puede tener valor minimo cundo su imagen esta restringida.

e Asintotas de una funcién, son los valores inadmisibles de la misma.
e Vertical: valor inadmisible del dominio.
e Horizontal: valor inadmisible de la imagen.

Ejemplos:

Determine, en caso que exista, las asintotas de las siguientes funciones:

a) y=2x+9

Analiza que esta funcion tiene dominio e imagen plena, por tanto no tiene asintotas.

b) y=log(x—4)+2
Analiza que esta funcion tiene imagen plena, no asi su dominio, recuerda que el dominio de esta

funcion es {x e R : x > 4}, por tanto tiene una asintota vertical, que es la recta de ecuacion x = 4.

) y=3"+2
Analiza que esta funcion tiene dominio pleno, no asi su imagen, recuerda que la imagen de esta
funcién es{y eR:y> 2}, por tanto tiene una asintota horizontal, que es la recta de

ecuaciony = 2.
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d) yzxi_8+5

Analiza que esta funcion tiene dominio e imagen con restricciones, recuerda que el dominio de
esta funcion es{x € % : x =8}, la imagen de esta funcion es{y € ®: y = 5}, por tanto tiene una
asintota vertical que es la recta de ecuacion x =8 y una horizontal que es la recta de ecuacion

y=5.

e) y=(x+1-7
Analiza que esta funcion tiene dominio pleno, no asi su imagen, recuerda que la imagen de esta
funcion es{y eERN:y> —7}, en este caso esta funcion tampoco tiene asintotas, ya que solo su

imagen se restringe a las mayores o iguales que su vértice, solo tienen asintotas cuando la

condicion es estrictamente mayor o menor y distinta.

e Una funcién real f , es periddica, si existe un numero real T, tal que para todo elemento, x,

x+T

del dominio de la funcién se cumple que f(,) = f(..r). El nimero T recibe el nombre de periodo

de la funcion.

»  Teorema: Si lafuncion f es inyectiva, entonces no puede ser periddica.

»  Teorema: Si lafuncion f es estrictamente monotona, entonces no puede ser periodica.

o Esbozo gréfico:
Para realizar el esbozo grafico de una funcion cualquiera te proponemos seguir el procedimiento
siguiente:

1. Trazar un sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas.

2. Calcular los ceros, si existen.

3. Calcular el intercepto con el eje de ordenadas, si existe.

4. Calcular las coordenadas del vértice o de su punto caracteristico, en caso de que exista

alguno de ellos.
5. Determinar asintotas, si existen.

6. Calcular las coordenadas de algunos puntos (convenientemente).
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7. Representar los puntos obtenidos en el sistema de coordenadas.
8. Esbozar el gréfico.

e Funcion inversa: si f es una funcién inyectiva con dominio A, e imagen B, entonces la
funcion £~ con domino B, e imagen A; se llama funcién inversa de f y se define por:

fw =x,si f,,=y paratoda y e B

e El gréfico de la funcion (f) y el grafico de su inversa ( ') son simétricos respecto a la
recta y = x

e Algoritmo para determinar la inversa de una funcion
1. Determinar si la funcion es inyectiva.

2. Despejar a la variable x.

3. Intercambiar variables.

e Operaciones con funciones: Sean dos funciones f y g, entonces la relacion que a cada

namero real x e Domf N Domg le corresponde el nimero real:

o f(x) + g(x), €s una funcion que se llama funcion suma, se denota por f + g vy se define
como (f + g)) = fix) + (), Para toda x € Domf N Domg .

*  fix) — 9x), €s una funcion que se llama funcion diferencia, se denota por f —g y se
define como (f — g)(x) = f(x) — 9(x), Paratodax e Domf N Domg .

» Nota: En lo adelante consideramos la suma algebraica de funciones, es decir, que la

diferencia se considera como una extension de la suma.

o f(x) * J(x)» €s una funcion que se llama funcién producto, se denota por f - gy se define
como (f-g)(x) = f(x) 9(x), Paratoda x € Domf N Domg .

o f(x) + J(x), €s una funcion que se llama funcion cociente, se denota por f+g yse
define como (f + g),) = f(x) + 9(») Paratodax € Domf n Domg : g, = 0.

Ejemplos:
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Sean las funciones f, =Xx+2y g, = x®. Calcula:

a)  fu+9u

foo + 000 = (x+2)+ (x*)= x> +x+2

b) Jo) = 9

foo =9 = (x+2)=(x®)=x+2-x> = =x® +x+2

e Funcion compuesta: Sean dos funciones f y g, entonces la relacion que a cada numero

real x e Domg:Imgn Domf le corresponde el namero real f, ., se llama funcion

compuesta, se denota por fog Yy se define como ( fog)(x) = flom)

Esta forma de combinar dos funciones es, sin lugar a dudas, la operacion mas importante que

puede realizarse con ellas.

Para que exista la funcion compuesta, las funciones f y g deben cumplir que, como en la
funcién(fog)(x), f le halla las imagenes a las imagenes de g, entonces es preciso que estas
ultimas estén dentro del dominio de f, por lo tanto, para que exista la funcion fog es necesario
y suficiente que la imagen de g esté incluida en el dominio de f . En las funciones en que esto
no ocurra es posible definir la funcion fog, restringiendo el dominio de g a aquellos valores
que sus imagenes pertenezcan al dominio de f , asi es dominio de la funcion compuesta fog, el

conjunto de todas las x € Domg : Img N Dom{ .
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Nota: El hecho de que fog exista, no significa que necesariamente gof también exista, por lo

que la composicion de funciones no es conmutativa.
Ejemplo:
Sean las funciones f,, = X*, gy =Vx-1y My = X°.

a) Calcula, en caso de que exista fohy hof .

e Primeramente, debes analizar el dominio y la imagen de ambas funciones:
Domf = {xe R} e Imgf ={yeR:y>0}

Domh = {x e R} e Imgh = {y € R}

e Analiza, que para que foh exista entonces debe cumplirse que la imagen de h esté incluida
en el dominio de 1, en este caso se cumple, luego foh,, = (xf’)2 =X,
e Analiza, que para que hof exista entonces debe de cumplirse que la imagen de f esté

incluida en el dominio deh, en este caso se cumple, luego hof(,, = (xz)5 =x"°.
b) Calcula, en caso de que exista fog y hog .

e Determinando dominio e imagen de ambas funciones:

Domf ={xeR}e Imgf ={yeR:y>0}
Domg = {xeR:x>1} e Img={yeR:y>0}

e Recuerda que para que fog exista, entonces debe cumplirse que la imagen de g esté

incluida en el dominio de f*, en este caso se cumple, luego fog,, = (\/x—l)2 =x-1.

e Recuerda que para que gof exista, entonces debe cumplirse que la imagen de f esté

incluida en el dominio de g , en este caso no se cumple, luego hof no existe.
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1.2.- La Funcion Lineal
e Definicion
Es la correspondencia donde a cada xe®R se le hace corresponder el nUmero

real f(,) = mx + n. Donde my n, son nimeros reales dados.

e Ejemplos

1. y=2x+3 > (m=2;n=3)
2. Yy=-5x+7->m=-5n=7)
3. Yy=5->(m=0;n=795)

4. y=3,6x >(m=3,6;n=0)

1 1
5 f.,=-02x—=—>(M=-0,2n=—=
x) ;2 ( 5)

Esbozo gréafico

El esbozo grafico de la funcion es una recta no paralela al eje de las ordenadas, en un sistema de
ejes perpendiculares. La inclinacion de la recta estd dada por la pendiente o por la tangente del
angulo que forma la recta con el semieje “x” positivo y se denota por (m) y el punto de corte de
la recta con el eje y es la ordenada en el origen, y la llamamos n. Para realizar el esbozo gréfico
de esta funcidn, basta con determinar dos puntos de ellas, porque recordemos que, cuando por
dos puntos del plano pasa una y solo una recta, entonces dos puntos pudieran ser, el cero de la
funcién y su intercepto con el eje de ordenadas (n).

e Ecuacion de la recta

» ¢Como se obtiene la ecuacion de una recta, si se conocen la pendiente y un punto de la misma
0 la tangente del angulo que forma la recta con el semieje “x” positivo y un punto? La tangente

G

del angulo que forma la recta con el semieje “x” positivo es la pendiente de la recta.
Ejemplo:

Escribe la ecuacidn de la funcion lineal, cuyo gréfico es la recta que tiene como pendiente m=2 'y

pasa por el punto A (1; 3).
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Para hallar la ecuacién de la recta basta con realizar uno de los siguientes procedimientos:

= Sustituir los valores de la pendiente y el punto en la formula del calculo de la pendiente:

moY=Y
xX—-x,
5_ y-3 2x-2+3=y
x-1 2x+1=y
2(x-1)=y-3
Ecuacion de larecta y =2x+1
= Sustituir en la formula de la recta y Ecuacion de la recta sustituyendo en la ecuacién
calcular el valor de n de la recta los valores de my n
y=mx+n y=mx+n
Y,=mx,+n y=2x+1
3=2-1+n
3-2=n
1=n

» ¢ Como se obtiene la ecuacion de una funcion lineal, si se conocen 2 de sus puntos?
Ejemplo:
Hallar la ecuacion de la funcion lineal, cuyo grafico es la recta que pasa por los puntos P (2,1) y Q (3,4).
Para hallar la ecuacion de esta funcion lineal se puede determinar utilizando una de las siguientes vias:

= Determinar la pendiente de la recta que pasa por los puntos y utilizar una de las vias anteriores

conociendo la pendiente y un punto.

Yr—Yo 1-4 -3

= =—=3
Xp—x, 2-3 -1

m =

Utilizando una de las dos vias:
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Via uno:

_ Y-y,
)C—)Cp

m

3x-5=y
Ecuacién de la recta

y=3x-5

Via dos:

y=mx+n

Y, =mx,+n

1=3-2+n

1-6=n

-95=n

Ecuacion de la recta sustituyendo en la ecuacion de la recta los valores de my n

y=mx+n

y=3x-5

En ambos casos se obtiene la misma ecuacion, es decir, los procedimientos estan bien realizados.

= Encontrar los valores de "m™ y de "n" en f(X)=mx+n. Esto se realiza sustituyendo por los

puntos que se tienen, en esta ecuacion. Es lo mismo escribir y =mx+n

Para el punto (2;1), cuando la x es 2, lay vale 1. Entonces 1 =2m+n

Para el punto (3;4), cuando la x es 3, lay vale 4. Entonces 4 =3m +n
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Obteniendo asi un sistema de ecuaciones, el cual se debe resolver. Primero se escribe mas

ordenado:
2m+n=1|(-1)
3m+n=4
Sustituyendo el valor de m en una de las dos ecuaciones
2:-3+n=1
—2m-n=-1
2m—n 6+n=1
3m+n=4
m=3 n=-5

Con los valores de m y n sustituyendo en la ecuacién de la recta tenemos que:
y=mx+n

y=3x-5
e Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcion lineal:
« Sin=0ym=1,rectaque es bisectriz del 1l y I cuadrantes.
. Sin=0ym=-1,recta que es bisectriz del Il y IV cuadrantes.
. Sim>0, lafuncidn es mondtona creciente.
. Sim<0, lafuncion es monotona decreciente.
. Sim=0, lafuncion es constante, recta paralela al eje de las abscisas.
. Toda funcidn lineal que pase por el origen de coordenadas, es impar.
. Lainversade lafunciony = x , es la propia funcion.
. Larecta paralela al eje de las ordenadas no es funcion, esta tiene la formax =a;a € R.

« Lafuncion de ecuacion y = O cumple la condicion de ser par e impar a la vez.
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Ejemplo resuelto

Sea la funcion lineal 4 definida por la ecuacion h,) =2x+3.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

e Dominio e Valor Méaximo

e Imagen e Valor Minimo

e Ceros | e Eje de simetria

e Monotonia e Intercepto con eje de ordenadas
e Paridad e Signo

c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva

Respuesta
a) Para la realizacion del esbozo gréfico de esta funcion, recordando que es una recta, basta
con determinar dos puntos que pertenezcan a ella, es decir los interceptos con los ejes
coordenados.

v &
Intercepto con el eje de las abscisas (cero) 4

2x+3 =0 Punto a representar: (— g ;Oj

2X=-3 10
3 . N
X:_E 1.0 10 20 0 x

Intercepto con el eje de las ordenadas

hi) =2-0+3 Punto a representar: (0;3)

T-20

h(O) = 3

T-30

b) Propiedades

e Dominio
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Analiza que esta funcidn no esta restringida en su dominio, las operaciones a las que es
sometida la variable x: multiplicacion y suma, no tienen restricciones en el conjunto de los
numeros reales, luego se puede afirmar que el dominio de esta funcion es: x € R.

e Imagen

Analiza que esta funcion no esta restringida en su dominio, entonces despejando la variable
y, Y analizando las operaciones a las que es sometida, observards que son divisién por 2 y
resta, las cuales no tienen restricciones en el conjunto de los numeros reales, luego se puede

afirmar que la imagen de esta funciones: yeR.

e Ceros

Como observarés, ya determinamos el cero de esta funcion para realizar su esbozo gréfico,
3
que es X, = -

e Monotonia

Recuerda que para determinar la monotonia de una funcion lineal basta con comparar el
valor de la pendiente con cero, en este caso la pendiente esm = 2, luego comparandola con
cero, puedes concluir que es mayor que cero, por lo que la funcién es monétona creciente

en todo su dominio.

e Paridad
Recordaras que para determinar la paridad de una funcion debes analizar uno de los tres
casos:
=  Analiza el esbozo grafico de la funcion y observaras que no es centralmente
simétrico (simétrico respecto al origen de coordenadas), ni axialmente simétrico
(simétrico respecto al eje de ordenadas), por lo que la funcién no es par ni impar.

=  Analiza que para que sea impar debe cumplirse que: h;,) =-h,,

hyy =2x+3 —h_, =—[2(- x)+3]=2x-3
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Luego no se cumple la condicion queh,, = —h.,,, por lo que la funcién no es

impar.

= Analiza que para que sea par, debe cumplirse que: h, =h,,

hyy =2x+3 h_,=2(-x)+3=-2x+3
Luego se cumple la condicion que, h,, = h,,, por lo que la funcion no es par.

Puedes concluir que la funcién no es par ni impar.

e Valor méximo

Esta funcidn tiene imagen plena, luego no tiene valor maximo.

e Valor minimo

Esta funcidn tiene imagen plena, luego no tiene valor minimo.

e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria, recuerda que la Unica funcién lineal que tiene eje de

simetria es la de ecuaciony =n.

e Intercepto con el eje de ordenadas

Recuerda que ya determinamos este valor para realizar su eshozo grafico, que esy, = 3.

e Signo ,/
. . . - -
Para analizar el sigo, debemos realizar el esbozo grafico, que

ren

ya lo realizamos en el inciso a), luego observamos que para los

valores del dominio que estan a la izquierda del cero de la

funcién, las iméagenes son negativas, y para los valores e e

mayores, entonces las imagenes son positivas, luego podemos
r-2.0

afirmar que la funcion es:

r-3.0

Positiva: {x eR:IX< —g} , también se puede expresar
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c) Analiza cada una de las clasificaciones.

e Esta funcidén es estrictamente monoétona creciente en todo su dominio, luego es

inyectiva.

e Analiza que el conjunto imagen esy € R, es decir tiene imagen plena, luego la funcion

es sobreyectiva.

Se puede concluir entonces que la funcion h es una funcion biyectiva.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcion lineal, su esbozo gréafico y algunas de sus propiedades principales.
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Ecuac. | Ejempl Esbozo gréfico Dom | Imag | Ceros | Monot. | Parid. I Signo
0 Ord
xeR|yeR| x=-3 M.C | Noes | y=6 | negat.
© par ni x<-3
+
& .
h impar
>
posit.
c x>-3
+
x
£ y
>
xeR| yeR| x=2 M.D | Noes | y=4 | posit.
2 X
< par ni x<2
+
el
N .
| impar
>
negat.
x>2
Yy A
2
c N > xeR|yeR| - Par | y=2 | posit.
I 1] X
> >
xR
Yy A
xeR|yeR| x=0 M.C | Impar | y=0 | negat.
0 X
x X
% 9 ; x<0
> >
posit.
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Ejercicios del epigrafe

1. Esboce el grafico de la funcion lineal que pasa por el origen de coordenada y por el
punto M (2;4).
a) Escriba la ecuacion de esta funcion.
b) ¢Esté situado el punto N(—1,—2), sobre la recta que describe esta funcién?

2. Sea la funcidn lineal rj,) =5x —8.

a) Realice su eshozo gréfico.
b) Determine:
e Dominio, imagen y monotonia
e Un intervalo donde la funcién sea negativa.
3. Se tiene la funcién, h definidaen R por la ecuacionh,) =-3x-09.
a) Realice su eshozo gréfico.
b) Determine:
e Monotonia.
e Losvaloresde x para los cuales h esta por encima de la ordenada 16.
c) ¢Es h unafuncién par? Justifica
d) Verificasi el punto P(2,51)eh.
4. Si n describe una funcién lineal definida en R por la ecuaciénn,) =6+0,2x. Analiza y

responde:

a) Se puede afirmar que n es una funcién que no es par ni impar. ;Por qué?
b) ¢Es n una funcion monotona decreciente? Justifica.

c) Justifica con conceptos, por qué n es una funcion biyectiva.

5. Dada la funcion y = 4x+3:

a) Diga el valor del intercepto con el eje y
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b) Diga el valor de la pendiente.
c) Calcule los ceros de la funcion.
d) Trace el grafico correspondiente en el intervalo—2 < x < 7.
6. Analiza la funcion lineal y definaen R por la ecuacion y = x—6 y responde:
a) Interceptos con ejes coordenados.
b) Monotonia e imagen.
c) ¢Es esta funcion impar? Justifica.

7. Se tiene una funcion lineal v , de la cual se conoce queh,) = -4,y h(, =0.

a). Halla la ecuacion deh .
b). Justifica por qué es monotona decreciente la funcionh .

¢). Determina todos los valores reales para los cuales h,, es positiva.

8. Clasifica las siguientes proposiciones, en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.
Justifica las que sean falsas.

a) __ Toda funcion lineal es impar.

b) ___ Elcerode lafuncion h, definidaen R por la ecuacion h,) = 4x - 3, es x, =%

c) __ Lafuncién h definida en R por la ecuacion b,y = —x + 2, es creciente en todo su
dominio.

d) __ Laimagen de la funcion m definida en R por la ecuacion m,) =-8x—-2,4en el

] 1 , . ]
punto de abscisa x = ZZ’ es un numero fraccionario.

e) La recta que corta al eje x formando con su direccion positiva un angulo agudo, es
siempre estrictamente positiva, para los valores de su dominio mayores que el valor de x

que la anula.

f) __ Lafuncion definida por la ecuacion y = —x + J7 ,es inyectiva.
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) La funcion f definida en R por la ecuacion f(x) =7X—-1, es no negativa para las
1
XeRIX>—=¢.
7
h) La funcion lineal que pasa por los puntos K(2;7) y L(4;-3) corta al eje de las

ordenadaseny =4.

i) __ Lafuncion p definida por la ecuacion P = -3X+5 con (x > 2) tiene como valor
minimoy =3.
J) __Sea g, =3x-2;entonces w _3

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1- De una funcion lineal se sabe que pasa por el punto Z(— 2;7) y corta al eje de las

abscisas en el puntoT(3;0). Entonces se puede afirmar que la funcion:

a) Tiene cero y es monétona creciente.
b) Es mondtona decreciente y no corta al eje de las ordenadas.
C) Es inyectiva y positiva para las x < 3.

d) __ Tiene pendientem = —% , Y s par.
9.2- Sea la funcion lineal y = —4x + 2. La imagen de esta funcion para x e |-1;5[es:
Q) yeR:6<y<-18 b) yeRc)  yeR d)__yeR:-18<y<6

9.3- Sea la funcion lineal y=9x—1, cuyo gréfico estd defino para{x e R:1<x <9},

entonces se puede firmar que la funcion en este intervalo:

a) ___ Escrecientey tiene ceros.
b) __ Esinyectivay corta al eje de las ordenadas.
c) ___ Notiene cerosy es impar.

d) __ Espositay biyectiva.
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10.

9.4- Los valores reales negativos para los cuales la funcion g,, =—-0,25x—5 es no positiva

son:
a)__ XeR:x=>-20b) __ xeR:x<-20
C) _ XeNR:-20<x<0d)_xeR:-20>x>0

9.5- Sea f(, =3un punto que pertenece a la funcion lineal f,) = mx + 6. La ecuacion de

una recta paralela a la representacion grafica de f es:

a)_ y=-45x-32 b)_y=%x+8 C)_y=—%x+14 d)_y=%x+4

Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) Toda funcion lineal con su pendiente positiva es mondtona

b) EI cero de la funcion g definida en R por la ecuacion g ) =5x-35 es:

¢) El conjunto imagen de la funcion f definida por la ecuacion f,, =0,3—-2x con

x e[-0,4;7[ es:

d) Una ecuacion de una funcion que pasa por los puntos A(2;1) y B(-2;8) es:
e) La imagen de la funcion definida por la ecuacion y=41x+7 en el punto de abscisa

X=4 es:

f) Los valores reales de x para los cuales la funcion k,) = 7x—0,7 es no negativa, son: .

g) Sean las funciones p, =2,5x— 2% Y i) =—6—-53x, entonces los valores de x para los

cuales ambas funciones alcanzan el mismo valor son:
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h) El dominio de definicion de la funcion t, =-9x—2 para {yeR:-1<y<7} es:

i) Una ecuacion que defina una funcion lineal, impar y monotona decreciente es:

j) La pendiente de una funcion lineal, cuyo grafico corta al eje de las abscisas formando un

angulo de 33,7° con el semigje x positivo es:

1.3. La Funciéon Cuadréatica

e Definicion
La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el ndmero

real f(,) = ax’® +bx +c(a #0), donde a, b y c son nimeros reales dados, se denomina

funcion cuadratica.

e Ejemplos
6. y=x"+2x+3 > (a=1;b=2;c=23)
7. y=—x>-5x+6>(a=-1;b=-5;c=7)
8. y=5x">—>(a=5;b=0;c=0)
9. y=2x>+1->(@a@=2;b=0;c=1)
10. y =3x* -5x > (@=3;b=-5;c=0)

11. f(x):(x+2)2+1—>(a:1;b:4;c:5)

e Esbozo gréfico
En general, el grafico de una funcion cuadratica f (x) =a x 2+ b x + ¢, es una parabola cuyo eje
de simetria es la recta perpendicular al eje x que contiene al vértice, es el punto del grafico que
tiene el menor (mayor) valor de las imagenes. Los valores a, b y ¢ pertenecientes a los reales y a
#0.
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La existencia de los ceros de una funcion cuadratica depende del valor de la discriminante

D =Db? —4acde la ecuacion de segundo grado que la define, si D > 0 tiene dos ceros, si

D = Otiene un solo cero, si D<0 la ecuacién no tiene solucion; por tanto, no tiene ceros. Para

~-b+D

calcular los ceros de la funcion se utiliza la siguiente formula: x,, = >
’ a

e (Como expresar una funcion cuadratica del tipo f, =ax’ +bx+c(a=0) en la

formay =a(x+d) +e?
Para ello realizaremos la explicacion mediante un ejemplo:
Expresa la funcién y = x? + 2x + 3 en la formay = a(x + d)* + e, es necesario formar un

trinomio cuadrado perfecto (TCP) con el complemento cuadratico.
Primeramente analizaremos los valores de los coeficientes de la ecuacion que define la funcion

a=1;b=2;c =3, ahora utilizaremos el complemento cuadratico que se determina de la
b 2

5
a

coeficientes obtenemos que P =1, ahora para expresar la ecuacion en la forma pedida,

siguiente forma y lo llamaremos P complemento: P = , sustituyendo los valores de los

realizaremos el completamiento cuadratico en la ecuacion dada, queda entonces:

y=x>+2x+3+P—P , adicionamos y restamos para mantener el equilibrio en la

ecuacion, ordenando resulta la ecuacion y = x_2 + 2x + P + 3 — P, sustituyendo obtenemos
TCP

y = x_2_+ 2x +1+3-1; reduciendo términos semejantes y = x:_+ 2x+1+2y
TCP TCP

descomponiendo en factores el TCP queda representada de la forma pedida y = (x + 1)2 +2.

e Determinacion del vértice de una parabola
Para determinar el vértice de una pardbola debemos ver la forma en que estd expresada la

funcion, recordar que las coordenadas del vértice sonV(x,;y,), ejemplo:
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= Determina las coordenadas del vertice de la funcién
y=x>+2x+3 > (a=1b=2;c=23)
Después de extraer los valores de los pardmetros a, b y c, determinamos el valor de

-b_-2 -2

lax, = 2 =_% = 1.
2a 21 2

Ahora con el valor de la x, determinamos el valor de la y, evaluando la funcion para la x,,
queda entonces: y, = fi, ) =(-1 +2(-1)+3=1-2+3=-1+3=2.
El vértice de la funcion es entonces V(—1;2)
= Determina las coordenadas del vértice de la funcidn anterior, ahora expresada en la
formay = a(x+d) +e.
La ecuacion ya la determinamos anteriormente, que esy = (x + 1)2 + 2, aqui es mas sencillo

determinar las coordenadas del veértice, el mismo tiene coordenadas V(—d; e), los valores de los

pardmetros son d =1;e =2 y el vértice V(-1;2).

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcion cuadrética:
e Si-l<axl,lafuncion se contrae y si—1>a>1 entonces la funcion se dilata (respecto
al eje x).
e Si a >0 laparabola abre hacia arriba.

e Si a <0 laparébola abre hacia abajo.
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Ejemplo resuelto
Sea la funcion cuadratica g definida por la ecuacion g, = ¥t +4x+3.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

¢ Dominio e Valor Maximo

e Imagen e Valor Minimo

e Ceros e FEje de simetria

e Monotonia e Intercepto con eje de ordenadas
e Paridad e Signo

¢ Coordenadas del vértice

¢) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

d) Expréselaenlaforma y=a(x+d) +e.

Respuesta
a) Para realizar este esbozo grafico se tomar el vértice, los ceros (en caso de que tenga), el

intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga), y algunos puntos que pertenezcan
a la funcion.

Vértice: extraer los parametrosdea,byc

a=1Lb=4c=3

Recordando que el vértice tiene coordenadas V(x,;y, )

-b -4 4

Determinando el valor de la x, por la formula, se obtiene que: x, = 52 21 2
a .

Para determinar el valor de lay, , basta con evaluar la funcion para el valor de lax,, obteniéndose
que: y, =1(-2)* +4(-2)+3=4-8+3=-1

Luego sustituyendo, se obtiene que el vértice tenga coordenadas: V(— 2;—1)

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula evaluando la funcion parax =0,

que en esta funcion el intercepto es el valor del parametroc, entonces el valor es y = 3.

Calculando los ceros, se determina igualando la ecuacion a cero:
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x> +4x+3=0
(x+3)x+1)=0

X, =-3 X,=-1

Determinando el ploteo de puntos:

X |4 |-35

-2,5

-1,5

-0,5

y |3 [1.25

-0,75

-0,75

1,25

Representando en el sistema de coordenadas el vértice,
los ceros, el intercepto con el eje de las ordenadas y los

puntos calculados en el ploteo, se obtiene el esbozo

grafico mostrado en la figura.

b) Propiedades

e Dominio
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El dominio de esta funcién es x € R, ya que el grafico abarca todo el eje de las abscisas,

ademas si analizas las operaciones que intervienen en la ecuacién de la funcion,

observaras gque ninguna se indefine en el conjunto de los nimeros reales.

e Imagen

Si observas el esbozo gréfico te percataras que solo existe desde y=—1 hacia arriba,

luego la imagen de esta funcionesy e R:y >-1.

e Ceros

Ya se calcularon los ceros par el esbozo gréfico, estos son: x, =-3y x, =-1

e Monotonia

Al analizar el esbozo gréafico de la funcién de izquierda a derecha te percataras que tiene

intervalos donde crece y donde decrece, es decir a la izquierda de la x, ella decrece y a la

derecha crece, luego la funcion es monoétona decreciente para x <—2y mondtona

creciente parax > —2.

e Paridad

45

L



Mariana de JesUs Cervantes Barrios,
Juan Marcos Aguayo Litardo,
Blanca Carmita Arias Garcia,

Silvia Lorena Macias Ledn,

. . . Recepcién: 02-01-2024
Lissette Stefania Herrera Silva Aprobacién: 02-03-2024
Web of Sciece/Core Collection probacion: 02-03-

Tratamiento didactico alas funciones elementales en la ensefianza de las matematicas
Katherinne Lisset Reyes Contreras,
Esther Jessenia Mera Medina,

91780

3111000609

xapu| uoney) yoog

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par debe cumplirse que g, =9, Yy al calcular no se cumple ya que:

X% +4x+3 # x> —4x+3, luego la funcién no es par.

Para que sea impar debe cumplirse que g,) =—9, Y al calcular no se cumple ya que:

X* +4x+3 # —x* +4x—3, luego la funcion no es impar.

A modo de conclusidn, esta funcion no es par ni impar.

e Coordenadas del vertice

Ya determinamos las coordenadas del vértice para el esbozo gréfico que es V(- 2;-1)

e Valor Maximo

Si te percatas en esta funcion su grafico abre hacia arriba, por lo que no tiene valor
maximo.

e Valor Minimo

Al analizar la imagen de esta funcion observards que esy e R:y > -1, es decir, el grafico

esta desde y =—1 hacia arriba, por lo que si tiene valor minimo, quees y=-1en x=-2

e Eje de simetria

La funcion cuadratica tiene como eje de simetria la rectax = x,, en este caso el eje de

simetriaesx =—2.

e Intercepto con eje de ordenadas
Ya se calculd el intercepto con este eje para el esbozo grafico que es el valor del
parametroc,esy =3.

e Signo

Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas, utilizando

los ceros y ubicar los signos correspondientes, recuerda que lo ¥4
gue se hace es resolver una inecuacion cuadratica, obteniéndose

el esbozo grafico de la figura, luego el signo de esta funcion es: 4 \

Positiva: {x e R:-3> x> -1} EN
Negativa: {x € R:-3<x<-1}
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Esta funcidén no es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcion debe ser
estrictamente creciente 0 decreciente, y esta tiene intervalos de crecimiento vy
decrecimiento, luego puedes concluir que no es inyectiva, por lo que tampoco puede ser
biyectiva. Otra forma para demostrar que no es inyectiva es la prueba de la recta paralela al
eje de las abscisas, si lo verificas observaras que la corta en mas de un punto.

Analiza entonces que esta funcion no tiene imagen plena, por lo que no puede ser
sobreyectiva.

Luego la funcién no es biyectiva.
Para expresar esta funcion en la formay = a(x+d)2 +e, debes calcular el complemento

)

cuadratico, utilizando la férmula P = ~=<—, para ello te hacen falta los parametros a y b,
a

que ya los conoces de la ecuacion de la funcion que son: a=1y b =4, sustituyes estos
valores en la formula y obtendras que el complemento cuadratico es P =4, al adicionarlo y

restarlo en la ecuacién original y descomponer el trinomio cuadrado perfecto te queda

g(x) = (X+ 2)2 —1.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcidn cuadratica, su esbozo grafico y algunas de sus propiedades principales.
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Ecuacio | Ejemplo | Esbozo gréfico Dom | Ima | Cero | Mono | Pari. | V. V. Signo
n g S t Méax | Min
xeR |yeR:| x, =0| MD Par | ---- |y=0 No
yzax | y=x2 L —» y=0 f<0 o negativa
MC x=0
x>0
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VAT
xeR |YyeR:| x, =0 MC | Par |y=0]| --- No
o 0 > y=0 positiva
y =-X X x<0 en
MD x=0
x>0
vA
y=a \ ; xeR |yeR:| =L | MD | Par | - |y=-1| negat.
? (i X yz-1|x=-1
X+e y =x?-1 x<0 en —1<x<1
-1
MC x=0 | posit.
x>0 -1>x>1
vA
xeR |yeR:| x,=1| MD | No | ---- |y=0| posit.
o N 0 1 x= yZO es
3 4 x<1 en xeR:
. 1 .
o g w© T> par x#1
d S M.C | ni x=1
impa
x=>1 P
;
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vA
\ Jil ;| xeR |YyeR:|x, =-3 MD No | ---- |y=-| negat.
1 7 X y2—4 Xy = 1 es 4
P @ : x<-1 —3<x<1
é N -4 bar en
O 'O MC ni posit.
impa =-
= > x>-1 P -3>x>1
r 1

Ejercicios del epigrafe
1. Dada la funcién cuadratica, y = x* +4x
a) Escriba las coordenadas del vértice del gréafico correspondiente.
b) Determine la imagen y el valor minimo de la funcion.
c¢) ¢En qué intervalo la funcién es decreciente?
2. Dada la parabola de ecuacion y = x* — 2x
a) Determine las coordenadas de los ceros.
b) Determine las coordenadas de su vertice.
c) Obtenga la ecuacidn de la recta que pasa por el vértice y por el cero mas alejado del
origen.
d) Represente en un mismo sistema de coordenadas tanto la funcion dada, como la recta
obtenida.

3. Dada la funcion cuadratica cuyo gréafico es una parabola de vertice (—3;—4) .
a) Escriba la ecuacion que corresponde a la funcion dada en la forma: y = x> + px+q

b) Calcule los ceros de la funcion.
c) Esboce el gréfico de la funcion.

d) Digasi el punto P(2;21) pertenece a la funcion dada.
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4. Dada la funcién definida por la expresion t,, = (x—7)* .
a) Diga cuales son las coordenadas del vértice de la grafica correspondiente.
b) Calcule sus ceros.
c) Elabore la gréfica correspondiente, destacando su vértice y el cero.
d) Determine si el par (0;,—49) pertenece a la grafica de la funcion.

5. Dada lafuncion f, =(x-1)°% -4

()
a) Determinar:
e Coordenadas del vértice.
e Interceptos con los ejes coordenados.
e Un intervalo donde la funcion sea mondtona creciente y no negativa.
e Laimagen de la funcion en el intervalo (- 2 > x > 6).
6. El méximo de una funcion cuadratica es 12 y lo alcanza en x=-1. Si uno de los ceros de la
funcion es xo=-3:
a) Halla el otro cero de la funcion.

b) Escribe la ecuacion de la funcion en la formay = a(x + d)’ +e.

c) Escribe un intervalo donde la funcion sea creciente.

d) ¢Para qué valores de x [— 3;2] las imégenes de la funcion son no positivas?

e) Esboza su gréfico en el intervalo[—1;1].
7. En la gréafica estan representadas las funciones f(x)=ax’+bx+c y

X) = mX + N, Aes el vértice de la pardbola. 1
g(x) p A/ g(x)

a) Determine las ecuaciones de ambas funciones.
b) ¢Para qué valores de x; f(x) alcanza valores negativos?

c) Diga el dominio e imagen de f(x). 2 3

A 4

8- Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V 0

F en la linea dada. Justifica las que sean falsas.

a) __ Elconjunto imagen de la funcién y = —(x+5)? —2 definidaen®, es{y e ®:y < -2},
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__Lafuncion g definidaen R por la ecuacion g,, = (x —1)? +3 es una funcion par.
__Laimagen de la funcion k definida en R por la ecuacion k,, = x> —=5x -5 en punto de
abscisa x =+/2 , es un ntimero racional.
___ Cualquiera seax € R, la ecuacion y = x> + 2x — 3 define una funcién que no tiene
ceros.
___ El conjunto imagen de la funcion g definida enR, por la ecuacion q,) = 2x% +3x -5
es{yeR:y>-5}.

La funcion h definida en R por la ecuaciong,,, =(x+3)° -4, tiene como
vérticeV (3,-4).
____Lafunciony = —x* + 2, define una funcion par y su eje de simetria es la rectax = 0.
__ El eje de simetria de toda funcion cuadratica definida enR , es la rectax = x, .
___Las funciones definidas en R por la ecuacion de la formay = ax® +bx+c donde a, byc
son numeros reales y a <0, alcanza el valor minimo en la abscisa del vértice V (x,;y,) de la
parabola.
___ La funcion definida por la ecuacion f,, = —(x—2)2 + 3tiene dos ceros, es par y admite

una funcion inversa para x € [2; + ).

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1- Dada la funcion definida por la ecuacion f,, =(x—7)°, su vértice es el punto de

coordenadas:

a)__ (7,0 by (~70) o O7)d)___ (0;-7)

9.2.- Las coordenadas del vértice de la parabola y = x* + 4x —1 son:

a)___ (L1)b)__ (4-Dc)y_ (-2,-5d)__(23)
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9.3.- Los ceros de la funcién definida en R por la ecuacion y = x* +3x—10son:
a)_ X =2,X,=5b)__ x,=-2,x,=-5¢)__ x,=-2,x,=5d)__x,=2,x,=-5
9.4.- Los ceros de la funcion definida en % por la ecuacion hy,, = (x - 2)2 +3 son los puntos:

a) _(2;0) y(2 + \/§;0) b) _(2 —= 3;0) C) _(2 + \/5;0) d) __ notiene ceros
9.5.- El valor numérico dea, en la ecuacion de la funcion f definida en el conjunto de los

ntimeros reales por f (X) =ax® —2x + a, siendo f(2) =3 es:

a)_3b)_% C)_; d__ 2

9.6.- Una funcion cuadratica h definida en‘R, que cumple a la vez las propiedades de no tener

ceros, ser par, y creciente en el intervalo [O ;+ oo) puede tener como ecuacion:
a)__ h()=(x+1)2-1b)__ h(x)=x2-2x+1

o) h(x)==x%?-1d)_h(x)=x2+1
9.7.- De la funcién y = x? — 4x — 3 se conoce:

e ElDominio: —1<x<5
e Solo una de las coordenadas del Vértice V( 2;)
e Laimagen de esta funcién es:

a)  —7<y<?2 b) 2<y<-7
c)  —-T<Ly d) __ No lo puedo determinar
9.8.- Una funcidn cuadratica tiene las siguientes propiedades:

e El eje de simetria es la recta x = 2.
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e Sus imagenes satisfacen la siguiente condicion 8y + 13 < 5.

La funcion es:
Q) y=-2(x-2)-1 b)  f(x)=—x*—4x-5
c)  f(x)=x?—4x+3 d_ y=(x+2)?2+1.
10- Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) Toda funcion cuadratica cuyo grafico abra hacia arriba, el signo del parametro a es: .

b) Seala funciony =(x+2)*, entonces su eje de simetria es:

c) Toda funcién cuadratica que cumpla la condicion que f,, = f._,,, se puede afirmar que es

una funcion:

d) Elintercepto con el eje de ordenadas de la funcion y = —x* +6 es:

e) Un ejemplo de un par ordenado que pertenezca a la funcion definida por la ecuacion

y=-x"+6 es:

f) La funcion definida por la ecuaciony = (x —8)2 + 2, es positiva para:

9) Sipy,) = ax® +2x +1, el valor de a para el cual se cumple que f(ﬁ) =23 +10es

h) El conjunto imagen de la funcion y=(x+1-7 con x<2 es:

i) Los valores reales positivos de x para los cuales la funcion y:—(x—2)2—1 son:

j) Dada la funcion f(x) = — x? — 2x + 8.
e El vértice de la funcion tiene coordenadas V ( ;)

e Unintervalo con la funcion negativa es

e Ladistancia entre el vértice de la funcion f(x) y el origen de coordenadases .
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1.4. La Funcién Modular
e Definicion
La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el ndmero

real f,, = alx+d|+ e(a # 0), donde a, d y e son ndmeros reales dados, se denomina funcion

modular.

Ejemplos
122y=|x+1-2> (a=1d=1e =-2)
13. y=—{x-5/-3 > (a=-1d =-5;e=-3)
14. y=3x-7|>(a=3;d=-7;e =0)

15. y=[x|-1>(a=1Ld=0je=-1)

e Esbozo gréfico

En general, el grafico de una funcion modular f;,, = alx + d|+ e(a # 0) son dos semirrectas de

origen comun desde un punto Ilamado Vértice, cuyo eje de simetria es la recta perpendicular al eje
X que contiene al vértice, y es el punto del gréafico que tiene el menor (mayor) valor de las

imagenes. Los valores a, d y e pertenecen a los reales.

e Célculo de los ceros de una funcion modular
La existencia de los ceros de una funcion modular depende del signo que tiene el pardmetro a 'y el

signo del valor del parametro e.

Para calcular los ceros de una funcion modular hay que recordar que el valor modular de
cualquier nimero es siempre positivo y el cero de cualquier funcion se determina igualando la

ecuacion a cero, para ello se analizaran tres casos de ecuaciones que definen esta funcién:
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Calcule los ceros de las siguientes funciones.

a) y=|x-1

En este caso, igualando la funcién a cero obtenemos que:
lx-1/=0

(x-1)=0 —(x-1)=0

(Recordando que (x — 1) puede ser positivo 0 negativo)

En ambos casos al resolver las ecuaciones se obtiene que el cero es: x, =1

b) y=|x+1-2

x+1-2=0

|x + 1] = 2 (Como |x + 1| es positivo, entonces los ceros son:)

(x+1)=2 —(x+1)=2

Luego de resolver las ecuaciones se obtiene que los ceros son x, =1y X, =-3.

c) y=|x-7/+1

x-7|+1=0

|x — 7| =—1(En este caso es imposible determinar los ceros ya que|x — 7|, es un niimero

negativo -1, y el médulo de ningin nimero, es negativo, siempre es positivo).

Esta funcion no tiene ceros.
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A modo de conclusion:

= Si el parametro (e) no aparece en la ecuacion, entonces la funcion tiene un unico
cero, que esx, = —d .

= Si el signo del parametro (a) y el signo del pardametro (e) son diferentes, la funcion
tiene dos ceros.

= Si el signo del parametro (a) y el signo del pardmetro () son iguales, la funcion no
tiene ceros.

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién modular:
e Si-l<a<l lafuncion se contraey si—1>a>1 entonces la funcion se dilata (respecto
al eje x).
e Sia>0 lagraficaabre hacia arriba.

e Sia<O0 lagraficaabre hacia abajo.

Ejemplo resuelto

Sea la funcion / definida en R por la ecuacion £, = ‘x — 1‘ —-2.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

¢ Dominio e Valor Maximo

e Imagen e Valor Minimo

o Ceros e Eje de simetria

e Monotonia e Intercepto con eje de ordenadas
e Paridad e Signo

e Coordenadas del vértice

c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
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Respuesta
a) Para realizar este eshozo grafico se tomaré el vértice, los ceros (en caso de que tenga), el
intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga), y algunos puntos que

pertenezcan a la funcion.

Vértice: esta funcion tiene la formay = a|x+d| +e, donde el vértice tiene coordenadas V(-d;e),
luegoV (L-2).

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula evaluando la funcion parax =0, se

obtiene que el valores y=-1
Calculando los ceros, que se determina igualando la ecuacion a cero:

hoy =[x =1]-2

x-1-2=0

[x —1] = 2 (Como |x —1] es positivo, entonces los ceros son:)

x-D)=2 —-(x-1D)=2
Luego de resolver las ecuaciones se obtiene que los ceros son x, =3y
Determinando el ploteo de puntos:

X |4 |3 [2 |4 [5 |6
y 13 [2 |1 |1 [2 |3

Representando en el sistema de coordenadas el vértice, los ceros, el

intercepto con el eje de las ordenadas y los puntos calculados en el ploteo, se obtiene el esbozo
grafico mostrado en la figura.
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b) Propiedades
e Dominio
El dominio de esta funcion esx € R, ya que el grafico abarca todo el eje de las abscisas,
ademas si analizas las operaciones que intervienen en la ecuacién de la funcion observaras
que ninguna se indefine en el conjunto de los nimeros reales.
e Imagen
Si observas el esbozo grafico te percatards que solo existe desde y =-2 hacia arriba,

luego la imagen de esta funciénesy e R:y>-2.

e Ceros

Ya se calcularon los ceros par el esbozo gréfico, estos son: x, =3y X, =—1

e Monotonia

Al analizar el esbozo grafico de la funcion de izquierda a derecha, te percataras que tiene
intervalos donde crece y donde decrece, es decir a la izquierda de la x, ella decrece y a la
derecha crece, luego la funcion es monotona decreciente parax <1 y monotona creciente
parax >1.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par debe cumplirse que h(x) =h(7x) y al calcular no se cumple ya que:
x=1-2#|-x—1 -2, luego la funcién no es par.

Para que sea impar debe cumplirse que h(x) =—h(_x) y al calcular no se cumple ya que:
x—1—2#—-x—1+2, luego la funcién no es impar.

A modo de conclusion esta funcion no es par ni impar.

e Coordenadas del vértice

Ya determinamos las coordenadas del vértice para el esbozo grafico que es V(];—Z)

e Valor M&ximo
Si te percatas en esta funcion su grafico abre hacia arriba, por lo que no tiene valor

maximo.
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e Valor Minimo

Al analizar la imagen de esta funcién observards que esy e ‘R:y > -2, es decir el grafico
esta desde y =—1 hacia arriba, por lo que si tiene valor minimo, quees y=-2 en x=1

e Eje de simetria

La funcion cuadratica tiene como eje de simetria la rectax = x,, en este caso el eje de

simetriaesx =1.

e Intercepto con el eje de ordenadas
Ya se calcul6 el intercepto con este eje para el esbozo gréfico que es el valory =-1.

e Signo

Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas utilizando los ceros, y ubicar los
signos correspondientes, recuerda que lo que se hace es resolver una 2 ¥
inecuacion modular, obteniéndose el esbozo gréfico de la figura, luego
el signo de esta funcion es:

Positiva: {x e R:~1> x> 3}

Negativa: {x e R:—1< x <3}

c) Esta funcién no es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcién debe ser
estrictamente creciente 0 decreciente, y esta tiene intervalos de crecimiento y
decrecimiento, luego puedes concluir que no es inyectiva, por lo que tampoco puede ser
biyectiva. Otra forma para demostrar que no es inyectiva es la prueba de la recta paralela
al eje de las abscisas, si lo verificas observaras que la corta en méas de un punto.

Analiza entonces que esta funcion no tiene imagen plena, por lo que no puede ser
sobreyectiva.

Luego tampoco es biyectiva.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcion modular, su esbozo gréafico y algunas de sus propiedades principales.
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Ejempl o Mono V. V. )
Ecuac. Esbozo grafico Dom | Imag | Ceros Par. ) ) Signo
0 t Max | Min
vyt
xeR|YER:| x,=0| MD | Par | ---- y=0| No
y=0 negati
y=|x| x<0 en
0 X va
MC x=0
- x>0
<
1
> V‘r
> |xeR|YENR] x,=0| MC Par | y=0| ---- No
X
° y=0 positi
y =« x<0 en
va
M.D x=0
x>0
xeR | YeR:| - M.C | Par | ----- y =2 | posit.
i') N y=2
< + x<0 en | xeR
1 f
>
> M.D x=0
x>0
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Ya
v |/ |xen | YyeR: ) x=-1) MC |Noes| --- y=0| No
1
o — ' y=9 par ni negati
N < > x<-1| en
= N 110 x impa va
N X
!, I M.D r X=-
>
1
x2>-1
YA
xeR|YeR:| x =1 MC |Noes| ---- y=- | negat.
v Y \ y=-1 :
+ + 2 X, =3 par ni 1
b 3 o\\i/ > x<2|" 1<x<3
N N X impa
= = e P en _
! ! M.D r posit.
> >
X=2
xz2 1>x>3

Ejercicios del epigrafe

1. Representa graficamente y determina dominio, imagen y monotonia de las siguientes

funciones:

a) y=|x|-3

b) y=|x+2|+1

C) y=—|x-2|+2

d y=|x|+4(conx>-1)

2. Representa graficamente e investiga la monotonia de la funcion h(x) = |[x — 2 |+ 3, en el

intervalo [1; 9)
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3. Se tiene la funciénq,, = |x +5/—k, de la cual se sabe que: g, = 1.

a) Determine el valor de k, y escribe la ecuacionq,.

b) ¢Es g una funcion que no es par ni impar? Justifique su respuesta.
c) Determine los valores del dominio para los cuales las imagenes son positivas.

4. Determine la imagen de la funciény =[x—2 -5, enel intervalo |- ;2] .

5. Dada la funcién definida por la ecuacion g, = —|x —§/+4:

a) ¢Es g una funcion par? Justifique.
b) ¢Es quna funcion con imagen plena? Justifique.
c) Realice su esbhozo gréfico.

d) Verificasi el punto A(2,—2) pertenece a la funciéng.

6. Sea la funciony =|x+1 - 4.

a) Realice su eshozo gréfico.
b) Determine su monotonia.
c) Escriba un intervalo donde la funcion sea monétona creciente y negativa.

d) ¢Es esta funcion par? Justifique su respuesta.

7. De una funcion modular de la forma y = |x + d| + e, se sabe que:

e Tiene como eje de simetria larectax =4.
e Su conjunto imagen es {y e R:y <2}

a) Escriba su ecuacion.

b) Esboce su grafico.

c) ¢Es esta funcion par? Justifica con calculos.

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.

a) __Lafuncion f definidaen R por f(x)=|x|—1 no tiene ceros.
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b) __ Lafuncion definidaen R de ecuaciony =[x +2, es par.
c) __ Lafuncién g definida en % por la ecuacion g,, =|x—]1 es inyectiva.
d) _ Lafuncion definida por la ecuacion y = |x| + 3 es sobreyectiva.
e) ___ Lafuncion definida por la ecuacion y =[x +1 con(x < 2), es par.
f) __ Lafuncién m definidaen®, por m,, = —|x+1 tiene un Gnico cero.
g) __ Lafuncién definidaen R por la ecuacion y = —|x—]4 , tiene como imagen y € °R.
h) ___ Toda funcion de la formay =ajx+d|+e, cona=0,d =0,e =0, es par.
i) ___ El dominio de definicion de la funcion definida por la ecuacionh,, = 4|x+3|—7, es

el conjunto de los numeros reales.
i) La funcién hdefinida en R por la ecuacion hi) :|x+5|+7, es positiva en todo su

dominio.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1- Si el grafico corresponde a una funcién cuya ecuacion tiene la formay :|x+ a| +b, entonces

Su ecuacion es: +

Q) y=[x-3+3b)__ y=[x+3-3

¢)___ y=[x-3-3d)__ y=|x+3+3

9.2- La funcioén cuya ecuacion es f (X) =|x—]4—8, tiene ceros para X igual a:
a)__ -9y7b)__ 1y8c)__ -1y-8d)___ 9y-7

9.2.- El conjunto imagen de la funciény =—-{x—8+7, es:

a)__ {ye®jb)__{yeR:y<7lc)__ {yeR:y=27}d)_{yeR:y<7}
9.3.- Sea la funcion y =|x+5 -3, entonces se puede afirmar que:

a) ___ Lafuncion es sobreyectivay par.
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b) La funcion tiene como eje de simetria la recta x = -5 y tiene dos ceros.
C) La funcidn es mondtona creciente en todo su dominio.
d) La funcion tiene valor méximo y es inyectiva.

9.4.- Se tiene la funcion modular f, =|x+]1+e, ademas se conoce que su imagen cumple la

condicién que 2y® > —16, entonces el vértice de la funcion tiene coordenadas:
a)__ V(L-=2)b)__ V(-12)c)__ V(-1-16)d)_ V(-1-2)

9.5.- De una funcion de la formay = ax+d|+e, se sabe que:

e a=-1; el eje de simetria es la recta de la ecuacion x=-8 y su valor maximo lo

alcanzaen y=-9.

Entonces la ecuacion de esta funcion es:

Q) __ y=[x-8-9b)__y=|x+8-9¢c)__ y=—x—8-9d)__ y=—x+8-9

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) La funcion definida por la ecuacion y = |x—]{ +lintercepta al eje y en el punto:

b) La imagen de la funcion y=-]x-1 en el intervalo  (L6) s

c) Toda funcion modular definida en R cuyo vértice se encuentre situado en el eje de las
ordenadas es una funcion

d) Un intervalo donde la funcion y = |x — 4| —5 sea negativa y decreciente es:

e) El valor maximo que alcanza la funcién k(x) = —|x + 8| -7 es

f) El vértice de la funcion definida por la ecuacion y=[x+22/-07 es:

g) El eje de simetria de la funcion y =—3x—1]—-29 es la recta

h) Un ejemplo de una funcién modular que tenga valor minimo y sea par es:
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i) Los valores reales de x para los cuales el grafico de la funcién y = |x—5|—1 corta al eje de

las abscisas son:

j) Un ejemplo de una funcion modular que sea mondtona creciente en todo su dominio y

ademas sea inyectiva es:

1.5.  LaFuncién de Proporcionalidad Inversa
e Definicion

La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el ndmero

real f(,) = +e;(a #0;x # —d), donde a, d y e son nimeros reales dados, se denomina

X +

funcién de proporcionalidad inversa.

e Ejemplos

1. y= L -3 > (a=1d=2;e=-3)
x+2

2. y=-— L +7 > a=-1;d=3;e=7)
x+3
2

3. y= -1->(a=2;d=3;e=-1)
x+3

4. y:§—4—>(a:3;d:O;e:—4)
x

5. y=L—>(a=1;d=—5;e=O)
x-5

Esbozo grafico

En general el esbozo grafico de una funcion del tipo f(,) = ad + e;(a #0;x # —d), este

gréafico consta de dos curvas que reciben el nombre de hipérbola equilatera, donde el punto de

coordenadas (—d; e), recibe el nombre de punto de salto, y es hasta donde se trasladan las

asintotas de la funcion.
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Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién de proporcionalidad inversa:

e Si-l<a<l,lafuncionsecontraeysi—-1>a>1 entonces la funcion se dilata (respecto

al eje x).

e Si a>0 , la funcion es decreciente y la hipérbola se encuentra en el tercer y primer

cuadrante.

e Si a<0 , la funcion es creciente y la hipérbola se encuentra en el segundo y cuarto

cuadrante.

Ejemplo resuelto

Sea la funcién # definida en R por la ecuacién oy =

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

Dominio
Imagen
Ceros

Monotonia

Paridad

X

1
x—2

-3.

Coordenadas del punto de salto
Valor Maximo
Valor Minimo

Intercepto con eje de ordenadas

Signo

c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, en su conjunto imagen.
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que tenga), el intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga), y algunos puntos

que pertenezcan a la funcion.

coordenadas (2,-3).

X+

+ e, donde el punto de salto tiene

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula evaluando la funcion parax =0, se

obtiene que el valoresy = —g :

Calculando los ceros, que se determina igualando la ecuacion a cero, se obtiene que esx, = 2,3.

Determinando el ploteo de puntos:

X

-2 -1 1

3

4

y

-3.25 |-333 |4

-2

-2.5

Representando en el sistema de coordenadas el punto de salto, el cero, el

intercepto con el eje de las ordenadas y los puntos calculados en el ploteo, se

obtiene el esbozo grafico mostrado en la figura.

b) Propiedades

e Dominio

-

Si analizas las operaciones que aparecen en su ecuacion, observaras gue solo se indefine

en el conjunto de los nimeros reales, la divisién, luego el divisor tiene que ser distinto de

cero; por lo que el dominio de esta funcion esxeR:x = 2. En el grafico observaras

claramente la asintota vertical que es la que define el dominio de esta funcion.

e Imagen

Si observas el esbozo grafico te percataras que tiene una asintota horizontal, luego la

imagen de esta funcionesy e R:y # 3.
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e Ceros

Ya se calcularon los ceros par el esbozo grafico, estos son: X, = 2,3

e Monotonia

Esta funcion al analizar su esbozo gréafico de izquierda a derecha observaras que es
decreciente en todo su dominio.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par, debe cumplirse que t,,=t_, y al calcular no se cumple ya que:

L—gi—
X—2 X+2

—3, luego la funcion no es par.
Para que sea impar debe cumplirse que t,, =—t_,, y al calcular no se cumple ya que:

! -3+ ! + 3luego la funcion no es impar.
X—2 X+2

A modo de conclusidn, esta funcion no es par ni impar.

e Coordenadas del punto de salto (punto donde se cortan las asintotas)

Ya determinamos las coordenadas de este punto para el esbozo gréfico que es (2;—3)
e Valor Maximo

Si te percatas esta funcidn no tiene valor maximo.

e Valor Minimo

Si te percatas esta funcién no tiene valor minimo.

e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria.

e Intercepto con eje de ordenadas

L . e 7
Ya se calculo el intercepto con este eje para el esbozo gréfico que es el valory = 5
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e Signo

Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas, utilizar los

ceros y ubicar los si di d | 24
y gnos correspondientes, recuerda que lo que se

hace es resolver una inecuacion fraccionaria, obteniéndose el esbozo

1
L]
rl
3¢

gréfico de la figura, luego el signo de esta funciones: - ——-—---- R
Positiva: {x e R:2<x <23} |
:

Negativa: {x e R:2> x> 2,3}

c) Esta funcién es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcion debe ser
estrictamente creciente o decreciente, y esta es decreciente. Otra forma para demostrar
que es inyectiva es la prueba de la recta paralela al eje de las abscisas, si lo verificas
observaras que la corta en un punto.

Analiza entonces que esta funcién no tiene imagen plena, por lo que no puede ser
sobreyectiva

Luego la funcidn no es biyectiva.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer
expresada una funcién de proporcionalidad inversa, su esbozo grafico y algunas de sus
propiedades principales.

Ecuacion |Ejemplo| Desplazam Esbozo grafico Dom | Ima | Ceros | Mon | I. Ord Signo
g
YA
g g Asint. xeR |[YeR| x=1 | MC | ---- negativa
> > x=0 0 / % O<x<1
(-d+1;e) positiva
(10)
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x>1
YA
Asint. \ . xeR [yeR| x=1 | MD | - negativa
W 0 X
%m x=0 x>1
» (-d+1Le)
(1.0) positiva
O<x<l1
v,
Asint. ! / xeR: lyeR| x=-1| M.C g1t negativa
N B ! x>-2 2
Z : =2 -21 ; 0 X -2<x<-1
g & !
v " (-d+Le) | !
(_ 1.0) positiva
x>-1
t
Asint. xeR, |YeR (oL M.C | - negativa
- =—
i 1 > 2
w s = ol 1 X
;,, Eﬁ x=0 X O0<x< l
ks ] (—d+he) 2
v (1:1) positiva
1
X > —
2
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YA
|
, I .
Asint. ol 12 3 / xeR: lyeR| x=5 | MC | -—-- negativa
—_ 1 1
. & A-r-7 x| x>2
i E x=2 | 2<x<5
g . (— d+1; e) !
(3;_1) positiva
x>5

Ejercicios del epigrafe

1
x+3

. , g . 2
1. Determina a cual de los graficos de las funciones f,, =—VY g, =
X

— 2, pertenecen los

siguientes puntos: A(0,5 ; 4) , B(-4 ; -3), C(10 — 1 ; 20) y D(-3,2 ; —7). Determine sus

dominios, imagenes, ceros y monotonia.

2. Dada la funcion definida por la ecuaciony = 1 7.
X

a) Indique su dominio e imagen.

b) ¢Es esta funcion impar? Justifique.

c) ¢Se pude afirmar que la funcidn es decreciente en todo su dominio? ¢Por qué?

d) Verificasi el punto K(-14) , pertenece al grafico de la funcién

1
X+6

3. Se tiene la funciond,, = - -1.

a) Realice su eshozo gréfico.

b) ¢Es d una funcion inyectiva? Justifica.
c) Determine las asintotas.

d) Diga su dominio e imagen.
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4. Si la siguiente ecuacion y = L? +1, define una funcidén de proporcionalidad inversa. Analice

y responda.

a) Dominio, imagen y ceros.
b) ¢Es esta funcion inyectiva? Justifique.
c) ¢En qué punto corta esta funcién al eje de las ordenadas?

d) ¢Es esta funcion par? Justifique.

5. Dada la funcion z,) = . -1.
X—3
a) Realice su eshozo grafico parax > 4.
b) ¢Es z una funcién inyectiva? Justifica tu respuesta.
c) Se puede afirmar que la funcién z no es par ni impar. ;Por qué?
d) ¢Laimagen de la funcion z en el punto de abscisax =9, es un nimero fraccionario?

7
X+5

6. Dada la ecuacion de la funcion f, =2+

a) Determina dominio e imagen de f.

b) ¢Es f una funcién que no es par ni impar? Justifica.

c). ¢Cual es la asintota vertical de la funcion f? ;Y cudl la asintota horizontal?

d). Halla todos los valores del dominio, para los cuales se cumple que f es positiva.
7. Dadas las funciones m(x) = 3x + 2 y n(x) = 9x* + 2.

a) Calcula los ceros de n.

b) Halla la imagen de n.

)
m(x)

c) Escribe la ecuacion de la funcion q(x) =

d) Determina dominio e imagen de g.
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8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.

a) __ La funcion definida por la ecuacion y=- " Jlr 5 7 tiene como
dominioxeR: x=—6.

b) _ Lafuncién y= éﬂ es positiva para{x e R: 0> x >1}.

c) __ La funcion definida por la ecuacion f(x) = _Xi+5+9, es monotona decreciente en
todo su dominio.

d) __ Lafuncion f definida por la ecuacion fo :%+ 2, es negativa para todo valor real
X tal que x <O.

e) ___ Elconjunto imagen de la funcién h de ecuacion hoy = ﬁ es {y eR:y=+# O}.

f) ___ Lafuncion k definida por la ecuacionk,, = 2 —3, es negativa para las x > —§.

g) ___ Lafuncion m definida por la ecuacion m,) = x—i7 —1 X # 7, no tiene ceros.

h) ___ Lafunciong, definida en el conjunto {x € R : x = 4} por la ecuacion g, = é , €S
impar.

i) ___ Lafuncién definida por la ecuacion t,, = % no tiene asintota horizontal.

j) ___ La funcién h definida por la ecuacién hie) :%+8 corta al eje de las ordenadas
eny=38.
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Ay '
formay = La +b, entonces su ecuacion es:
X— .
1 Tt o —_l? ______ %L__3_$ X
a  y=——+1b) y=——-1 !
X+2 X—2 !
1 1 |
c =——+3d =——+1
)Y X+2 )Y X—2
' 4y
9.2. El gréafico de la funcion representada corresponde a una funcién R
1 -_Z_i ________ ?S_.ﬁ___ X
del tipoy = 7 + e . El punto (d;e) tiene por coordenadas: ! -1
X + i
8)__(2-1)b)__(@1) ’
c)___(2-1)d)__(-21)
9.3. El gréafico de la funcién representada corresponde a una Ay
funcion del tipoy = ! + k; y corta al eje de las abscisas en el R
x+3 3 2 0 "

punto (-2;0). Entonces el valor de k es:

a) __2b)___-3¢)___1d)__ -1

RSy g R | ——
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Ay |
9.4. ElI grafico corresponde a la funcion definida por la
ecuaciony = % +1. Las coordenadas del punto A son: 1
X=2 s —=7 \ Tt
)__(L2b)__ @10 __(L0)d__(0:1) A\i 2 x

9.5. Si f(x)= é +5 y g(x)= é +2, entonces:

a) ___ Ambas funciones son crecientes

b) _ g(x) tiene por imagen al conjunto {y eR:y+# 5}.
c) __ f(x) tiene una asintota horizontal enx = 2.

d) _ f(x) y g(x) son periodicas.

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en
cada caso.

a) El cero de lafuncion y = 2 +2 es:
X

b) La funcion definida por la ecuacion f,, = % , tiene como asintotas x = yy=
X+ B

¢) El dominio de la funcion definida pory = —ﬁ —7,es:
+

d) Laimagen de la funcion definida por la ecuacion y = i? es:
X_

e) El gréfico de la funcion definida por la ecuaciony = is—l, corta al eje de las ordenadas
X+

en.
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f) La imagen de la funcién definida por y = 1 en el punto de abscisa x=-1 pertenece al
X

conjunto de los nimeros
g) Un ejemplo de una ecuacion que defina una funcién de proporcionalidad inversa, que cumpla

la condicion de ser impar y decreciente es:

h) EI dominio de la funcién y=—%+5 en el punto de ordenada y=1 es:

i) Lafuncion y= %Jre pasa por el punto (4; 0), entonces el valor del parametro e es:
X_

J) Los valores reales negativos para los cuales el grafico de la funcién g,, = L?+ 2 esta por
X —

encima de la ordenada 5 es:

1.6. La Funcién Cubica

¢ Definicion
La correspondencia que a cada xe® se le hace corresponder el ndmero
real f,, = a(x +d)’ + e;(a = 0), donde a, d y e son niimeros reales dados, se denomina funcion

clbica.

e Ejemplos
1. (x+2)3—1—> a=1d=2;e=-1)
2. y=—~(x+2-8—>(a=-Ld=2e=-98)

y= 2(x 3)3+1—>a 2;,d=-3;e=1)
4, y=x*>-6->(a=1d=0;e=-6)
y

=(x+4) >(a=1d=4e=0)
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En general el esbozo grafico de una funcion del tipo f[,) = a(x +d)’ +e;(a = 0) recibe el

nombre de parabola ctbica, donde el punto de coordenadas (—d; e), recibe el nombre de punto de

inflexion, y es hasta donde se traslada el origen de la funcion.

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién cubica:

e Si—l<axl, lafuncion se contrae y si—1>a >1, entonces la funcion se dilata (respecto

al eje x).

e Sia >0, lafuncion es creciente y la curva se encuentra en el tercer y primer cuadrante.

e Sia<O0, la funcién es decreciente y la curva se encuentra en el segundo y cuarto

cuadrante.

Ejemplo resuelto

Sea la funcion & Hefmida en R por la ecuacion k) = (x+1)° 1.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

Dominio
Imagen
Ceros

Monotonia

Paridad

Coordenadas del punto de inflexion
Valor Maximo
Valor Minimo

Intercepto con eje de ordenadas

Signo

c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
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Respuesta
a) Para realizar este esbozo gréfico se tomaré el punto caracteristico, los ceros (en caso de que

tenga), el intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga), y algunos puntos que

pertenezcan a la funcion.

Punto de inflexién: esta funcion tiene la formay=a(x+d)’ +e;(a=0), donde el punto de

inflexion tiene coordenadas (—1,—1).

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula

evaluando la funcion parax =0, se obtiene que el valoresy =0.
Calculando los ceros, que se determina igualando la ecuacién a

cero, se obtiene que esx, =0.

Determinando el ploteo de puntos:

20 10 20

X

-3

-2 |05 |0 |1

y

-9

-2 |09 |0 |7

Representando en el sistema de coordenadas el punto de inflexidn,

el cero, el intercepto con el eje de las ordenadas y los puntos

T-3.0

calculados en el ploteo, se obtiene el esbozo grafico mostrado en la figura.

b) Propiedades

e Dominio

Si analizas las operaciones que aparecen en su ecuacion, observaras que ninguna se
indefine en el conjunto de los nimeros reales, por lo que el dominio de esta funcion
esx € R. En el grafico observaras claramente que este abarca todo el eje de las abscisas.

e Imagen

Si despejas la variable y y analizas las operaciones a las que es sometida, observaras que
ninguna se indefine en el conjunto de los numeros reales, por lo que la imagen de esta
funcién esy € R. En el grafico observaras claramente que este abarca todo el eje de las

abscisas.
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e Ceros

Ya se calculo para el esbozo grafico que es: x, =0

e Monotonia

Esta funcién, al analizar su esbozo grafico de izquierda a derecha, observaras que es
mondtona creciente en todo su dominio.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par, debe cumplirse que k(x) =k(_x) y al calcular no se cumple, ya que:

(x+1)° 1% (—x+1)° -1, luego la funcién no es par, ademés su grafico no es simétrico
respecto al eje de las ordenadas.

Para que sea impar, debe cumplirse que k(x) = —k(_x) y al calcular no se cumple, ya que

(x+1)° =1% —(—x+1)’ +1; luego la funcién no es impar, ademés su grafico no es
simétrico respecto al origen de coordenadas.

A modo de conclusidn, esta funcion no es par ni impar.

e Coordenadas del punto de inflexion

Ya determinamos las coordenadas de este punto para el esbozo grafico que es: (—J;—l)

e Valor M&ximo

Si te percatas esta funcién no tiene valor maximo.
e Valor Minimo

Si te percatas esta funcién no tiene valor minimo.
e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria.

e Intercepto con eje de ordenadas

Ya se calcul6 el intercepto con este eje para el esbozo grafico que es el valory =0.

e Signo
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Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas, utilizando los ceros y ubicar los

signos correspondientes, recuerda que lo que se hace es

resolver una inecuacion cubica, obteniéndose el esbozo

gréafico de la figura, luego el signo de esta funcion es:

Positiva: {x € %:x >0}

Negativa: {x e % : x <0}

+

—

4,0 0 10 20
: _/
1 -

c) Esta funcion es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcion debe ser

estrictamente creciente o decreciente, y esta es creciente. Otra forma para demostrar que es

inyectiva es la prueba de la recta paralela al eje de las abscisas, si lo verificas observaras que

la corta en un punto.

Analiza entonces que esta funcién tiene imagen plena, por lo que es sobreyectiva.

Luego la funcion es biyectiva.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcién cubica, su esbozo grafico y algunas de sus propiedades principales.

LR

Ecuac. | Eje | Despla | Esbozo grafico | Dom | Imag | Ceros | Mon | Par. | 1.Ord | Signo
m
A
y
x=0 xeR|yeR | x=0 | M.C | Impar | y=0 | negat.
™ ™ y:O 0 i
< X . x<0
< % oo |/
> -
posit.
x>0
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A
y
x=0 xeR|YyeR | x=0 | M.D | Impar | y=0 | negat.
o y=0 »
0 X
X (00) x>0
]
> posit.
x<0
A
y
x=-1 // xeR|YeR | x=-1| M.C | Noes | y=1 | negat.
5z | & filo X par ni
¥ + . x<-1
= = impar
11 1
> > posit.
x>-1
A
y
x=0 xeR|YeR | x=3—2| M.C | Noes | Yy=2 | negat.
2
o ~ y=2 // > par ni 5
+ + 0 X ) x<J-2
3, % (0;2) impar
1 1]
> > posit.
x>3-2
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#
x=-1 //1 xeR|YeR | x=-2| M.C | Noes | y=2 | negat.
) — :
3 (-11) impar
1 1] i
- - posit.
x>-2

Ejercicios del epigrafe
1. Dadas las funciones: Ax) = x3+ 5; g(x) = (x - 3)°

a) Determina a cudl de ellas pertenecen los siguientes puntos: A(2;— 1), B(0; 5), C(-1; 4)
b) Represéntalas graficamente y analiza sus propiedades.

2. Realiza el esbozo grafico y determina las propiedades de las funciones:
a) y=(x+2)
b) y=—(x-7)’+4
¢) y=(x+5)-1
d) y=(x+4)’-8(x>5)

3. Si h es una funcién del tipo h(x) = (x + d)® + e, de la cual se conoce que pasa por el origen de

coordenadas y ademas el punto (3;32), pertenece al grafico de h.
a) Halla la ecuacion de h.
b) Determina si el par ordenado (4;4%) pertenece o no, al grafico de h.

c) ¢Es la funcién h inyectiva? Justifica.
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4. Seala funcion g ,, = (x-4)’ +08.

a) Realice su eshozo gréfico.
b) Determine dominio, imagen y ceros.
c) ¢Es g unafuncion monotona creciente? Justifique.
d) Es g una funcion que no es par ni impar. ;Por que?
5. De una funcién de la formaz,, = (x+d)3 +1, se sabe que su grafico pasa por el

punto A(-2;9).

a) Escriba su ecuacion.
b) Indique monotonia e imagen.

c) ¢Es z unafuncion impar? Justifique.
6. De una funcién del tipoy=(x+d)’+e, se sabe que su punto de inflexion tiene

coordenadas (7;-8).

a) Escriba su ecuacion.
b) Esboce su gréfico.

c) Determine sus ceros, monotonia y paridad.

7. Se sabe que para la funcion m,) = (x + d)3 +e se cumple que mg =2y m_, =0.

a) Escriba su ecuacion.
b) Esboce su gréfico.
c) Determine: dominio, imagen, monotonia y coordenadas del punto de inflexion.
d) ¢Es m una funcion impar? ;Por qué?
8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.
a) La imagen de la funcion Sdefinida en el conjunto de los nimeros reales a traves de la

. 2x3 +7 ) ,
ecuacion s, = T, es el conjunto de los numeros reales.
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3

b) __ Lafuncién g definidaen R por9() = 2% , €S par.

c) ___ El grafico de la funcion definida en ® por la ecuacion h;,, = x® — 27 corta al eje de las
abscisas en el punto de coordenadas (3; 0).

d) __ Eldominio de definicion de la funcién y = (x+2)°esx e R".

e) __ Laimagen de la funcion y=(x +1)3 —10 en el punto de abscisax =15, es un nimero

fraccionario.
f) __ Lafuncidn definidaen R por la ecuaciony = (x+5)3 —1, es monGtona creciente.
g) _ Lafuncién y=(x+9)° -7, esimpar.
h) __ El gréafico de la funcion definida en R de ecuacion f(x) = x* +8, corta al eje de las

ordenadas en el punto de coordenadas (—2;0).
i) __ Lafuncion definidaen ® por la ecuacién y =—(x—2)’ —1, es positiva para {x € R}.
j) __ Toda funcién ctbica de ecuacién y =(x+d) +e;(d = 0;e =0), es impar.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1. Dada la funcion f definida por la ecuacion f,, = —(x+1)’ —~16. Entonces podemos afirmar

que:
b) __ f tiene un minimo en el punto (-1; -16).
c) T esmono6tona creciente en todo su dominio.
d) __ fcortaal eje y en el punto (0; -17).
e) __ Eldominiode f esun subconjunto del conjunto de los nimeros racionales.
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9.2. El siguiente grafico define una funcion del tipo g, =(x+d)’ +e

(d y e pardmetros reales), entonces su ecuacion es:
C) Q(X) = (X —1)3 + 2 1

Barrios,
Litardo,

Garcia, 311flooo
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T30

T20

9l780 609

0 20 30

f1.0

T-20

9.3. El conjunto para los cuales la funcion f(x) = (2x? + 7x + 3) (x — 1) toma valores positivos es:

8 (Bi-%)u(lto)b)_ (-0-3) U (FA1)

) (eo1)d)_

(_1/2 ' +OO)

9.4. Los valores reales positivos de x para los cuales la funcion p,, =(x=7)’+27 es no

positiva son:

a)_ {xeM:0>x>4}b)__ {xeR:x<4}

) {xeR:0<x<4}d)__ {xeR:x>4}

9.5. El valor minimo de la funcion definida por la ecuacion f,, = —(x+1)’ + 3 en el intervalo

[-21] es:

a) __ -3b)

3¢c) __-5d) 4

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) El dominio de la funcién y = X3 +0,27 es:

b) La

imagen

de la funcion definida por la ecuacion

No(x—9)* +3 es
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c) La funcion definida por la ecuacion y=—(x+8) tiene como cero:

d) El intercepto con el eje de ordenadas del grafico de la funcion f,, :(x +l)3 +0,8 es:

e) Las coordenadas del punto de inflexion de la funcion definida por la ecuacién

Ky =(x+6)"+0,64 es:

f) Toda funcién cubica que cumpla la condicion, que su grafico sea simétrico respecto al

origen de coordenadas, es una funcion:

g) Toda funcion clbica de la forma t, :a(x+d)3+e (a,d y e parametros reales)

cona > 0, es una funcion monétona

h) Los valores del dominio para los cuales el grafico de la funcion g, =—(x—1)’ +0,125

esta por encima del eje de las abscisas son:

i) Un ejemplo de una ecuacion que defina una funcion cubica que cumpla la condicion de

ser impar y monétona decreciente es:

j) De una funcién h,, =(x+d)’+1 se sabe que corta al eje de las abscisas en x =8,

entonces el valor del parametro d es:

1.7. Inversa de una Funcién

e Definicion
Si f es una funcion inyectiva con dominio A, e imagen B; entonces la funcion f' con domino

B, e imagen A, se llama funcién inversa de f y se define por:

flw=x ,Sif(x) =y,paratoda y e B

e Ejemplos
4 1 3 .
1.y :Ex—§—>|nversadey:2x+3
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2. y ' =+Jx+2-1-inversade y = (x+1)* —2(x > -1)
3. y'=¥Yx+3-2—inversade y=(x+2)° -3

1 .
4. yt = -4 > inversade y =
Yy x-5 Y x+4

+5

5. y ' =log,(x—7)+6—inversade y =2*° +7

e [Esbozo gréfico

El grafico de la funcion (f) y el grafico de su inversa (f') son

v &
simétricos respecto a larectay = x. 720
. . . ., 1.0
e Algoritmo para determinar la inversa de una funcion
1. Determinar si la funcion es inyectiva. ; ; : —
2.0 1.0 1.0 20 =
2. Despejar a la variable x.
1.0
3. Intercambiar variables.
Ejemplo: Determina, si existe, la funcion inversa de las siguientes 120

funciones.

a) f(x)=3x+7

b) y=(x+5)
C) g(x) = —S\I)C—l +4
Resolucion:

) fl=3x+7

Retomando el algoritmo:
Primer paso: es analizar si la funcion es inyectiva.

Esta funcidn, si analizas su monotonia, observaras que es monotona creciente estrictamente en

todo su dominio, entonces es inyectiva, por tanto tiene inversa.
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Segundo paso: Despejar a la variable Xx.

Como f(x) =3x+ 7 entonces se puede decir quef(x) =y =3x+7, luego la ecuacion es

y=3x+7.
Despejando a la variable X, se obtiene que:
y =3x+7,el 7 estd sumando, se transpone restando.

y — 7 = 3x, el 3 que estd multiplicando, se transpone dividiendo.

-7 ] - . ,
yT = x, aqui se pude descomponer esta fraccion en una resta de fracciones de denominadores

comunes, en este caso 3.

N

7
-— =X,
3

Es lo mismo que: %y - % = x, escribiéndolade laforma y = mx +n

Tercer paso: Intercambiar variables.

Luego, intercambiando variables, es decir donde estd x sustituyo pory ™', y donde estd y

sustituyo por x, se obtiene que:

y' = %x - g Analizando el nombre de la funcién dada, entonces la funcion inversa de f es:
4 1 7
=—X——
S 3
b) y = (x+5)

Retomando el algoritmo:

Primer paso: es analizar si la funcion es inyectiva.
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Esta funcion, si se analiza su monotonia, se puede concluir que tiene intervalos de crecimiento y
decrecimiento, por lo que resulta que su monotonia no es Unica, luego no es inyectiva, por tanto

no tiene inversa.
C) I = Ix-1+4

Retomando el algoritmo:
Primer paso: es analizar si la funcion es inyectiva.

Esta funcion, si analizas su monotonia, observaras que es monotona decreciente estrictamente en

todo su dominio, entonces es inyectiva, por tanto tiene inversa.

Segundo paso: Despejar a la variable Xx.

Como g, =-Vx-1+4 entonces se pude decir que g, =y=-Vx-1+4 luego la

ecuacionesy =—Yx—-1+4.
Despejando a la variable x se obtiene que:

y=-Yx—1+4, el 4 estd sumando, se transpone restando.

y—4=-3x-1, el signo negativo delante de la raiz, recordaras que es el valor de a, entonces
es -1, estd multiplicando, se transpone dividiendo o simplemente multiplicamos la ecuacion por -
1, ya que es lo mismo multiplicar que dividir por la unidad, luego— l(y - 4) =3x—1, seelevan

ambos miembros al cubo:

[-1(y —4)] = x -1, efectuando la potencia del miembro izquierdo

(-1°(@y-4) =x—1, luego—(y —4)°> = x -1, el 1 que esta restando se transpone sumando
—(y-4y +1=x

Tercer paso: Intercambiar variables.
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Luego se intercambian variables, es decir donde estd x sustituyo pory~', y donde estd y

sustituyo por x, entonces se obtiene que:

y'=—x-4) +1, como la funcién original se llamag, entonces la inversa es

fro =—(x-4) +1.

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién inversa:
e La funcidn inversa, no siempre existe, y cuando existe, es Unica.
e En las funciones con mas de una monotonia, para determinar su inversa, hay que

restringir su dominio, para que esta sea estrictamente creciente o decreciente.

e El conjunto dominio (imagen) de una funcion inyectiva, es el conjunto imagen (dominio)
de su inversa.

e Toda funcion biyectiva, tiene inversa.

Ejercicios del epigrafe

1. Determina, si existe, la ecuacién de la funcién inversa de las siguientes funciones. Indica su

dominio e imagen.

a) Ax)=5-2x
b) h(x) =] x +6]|
C) p(x) =+x+2

d) 9 =——-38
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2. Determine el dominio, la imagen y los ceros de las funciones inversas de:
a) y=4x
b) f(x) = X2 - 7(X 2 O)

c) y=(x-7)-1

3. Realice el eshozo grafico y determine las propiedades de la funcion inversa

dEk(X)=—i+4.
X—5

4. Halla, si existe, la ecuacion de la funcion inversa de h,, =(x - 2)’ -1

a) Determine dominio e imagen deh™.
b) ¢Es h™ una funcion par? Justifique.
c) ¢Es h una funcion mondtona creciente? Justifique.

5. Seala funciont,) =—7x+4,2.

a) Determinet™.

b) ¢Es t™ una funcion mondtona creciente? Justifique.
c) Esboce ambas funciones en un mismo sistema de coordenadas.

d) Determine los valores de x para los cuales, ambas funciones alcanzan el mismo valor.

6. Se tiene la funcion inyectiva definida por la ecuaciond,,, = o +9.
X —

a) Determine la funcion inversa ded .

b) Indique dominio e imagen ded .

c) ¢Es d una funcion impar? Justifique.
7. Sea la funcion definida porm,, = (x - 7)* —1(x> 7).

a) Determine la inversadem.

b) Indigque dominio e imagen de la inversa.
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c) Realice el eshozo grafico dem.

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.

a) __ Toda funcion biyectiva, tiene inversa.

b) _ Eldominio de la funcion inversade y=+vX—2 esxeR.

c) ___ Toda funcién tiene inversa.

d) __ El gréafico de una funcién y el de su inversa, son iguales.
e) __ Elcerodelafuncioninversade y=4X esx=0.

f) __ Toda funcion de la formay = x*, tiene inversa.

g) __ Laimagen de la funciony ™, sabiendo que y =3/x—6 esy e R.

h) La inversa de la funciony = x, es la propia recta.
)} La inversa de la funcion y =9x ™, tiene como dominiox e R:x = 9.
j) La funcion inversa siempre existe.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1. La ecuacion de la funcion inversa, de la funcion definida por la ecuacion f,) =vx-3+2,

en su dominio de definicion es:
a)_ y=(x-2F+3b)__y=(x-4F+2¢c)__y=(x-3F+3d)__ y=—(x—4)+2
9.2. El dominio de definicién de la funcién inversade y=7(x —2)> + 2 es:

8 (xeR:x=7)b)__ (xeR:x>7)c)__ (xeR)d)__ (xeR:x<7)
9.3. De una funcion y de su inversa se puede asegurar que:

a) Sus ecuaciones definen el mismo tipo de funcion.
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b) Siempre sus graficos tienen puntos comunes.
C) Sus gréficos son simétricos, respecto a la rectay = +x.
d) Sus ceros son iguales.

9.4. Sea la funcion f(x) =—1+4x, entonces se puede afirmar que:

a) T esinyectivay mondtona decreciente.

b)  f essobreyectiva e impar.

c) __ f esbiyectivaysuinversaes f, " =0,25x + 1
d) _ f notiene cerosy es par.

- o 1 : :
9.5. De una funcidn de proporcionalidad g, = d + €, se conoce que su inversa tiene como
+

punto caracteristico el par ordenado (— 10;—7) y ademas es creciente, entonces se puede afirmar

que:
1
a = -10.
) — % X+7
b) g esinyectivae impar.
C) ___ g espositiva en todo su dominio.

d) __ Eldominiode g es {xeR:x=-7} y suimagenes{y eR:y=-10}.
10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en
cada caso.

a) Para que exista la funcion inversa, es suficiente y necesario que la funcion sea

b) El grafico de una funcion y el de su inversa son respecto a la recta .

c) Lainversade lafuncibny =5x—-8, es

d) El dominio de la funcién inversadey = 4 +6,es:

e) La funcion inversa de una funcién, no siempre existe, pero cuando existe es:

f) El cero de la funcién inversa de y = (x —5)°, es:
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g) Lafuncion y=|x+5/—2 con x>5 tiene como inversa:

h) Una ecuacién de una funcion que admita una funcién inversa y que sea mondétona creciente
es:

i) Un ejemplo de ecuacion que define una funcidn sobreyectiva, mondtona creciente y que
admita una inversa es:

}) Unejemplo de ecuacién que define una funcién mondtona decreciente, impar, con dominio

en el conjunto de los numeros reales y que admita una inversa es:

1.8. La Funciéon Raiz Cuadrada

e Definicion
La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el ndmero
real f,)=avx+d+ e;(a # o;x > —d), donde a, d y e son nimeros reales dados, se denomina

funcién raiz cuadrada.

o Ejemplos
1. yzx/x7+2—1—>(a=1;d:2;e=—1)
2. yz—\/E—Q—)(a:—l;d:S;e:—Q)
3. y=2\/m-4—>(a=2;d=5;e=—4)
4. yzx/;+4—>(a=1;d=0;e=4)
5. y=W—>(a=1;d=7;e=O)

e Esbozo grafico

Esta funcidn es la funcion inversa de la funcion cuadrética, en general el esbozo gréfico de

esta funcion del tipo f,) =avx+d +e; (a # 0;x > —d) es una curva que tiene su dominio

e imagen restringida, donde el punto de coordenadas (—d;e) recibe el nombre de punto

caracteristico y es hasta donde se traslada el origen de la funcion.
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Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién raiz cuadrada:

e Si-l<a<La=0, la funcion se contrae, y si—1>a>1 entonces la funcion se dilata

(respecto al eje x).

e Sia>0 1 la funcion es creciente.

e Sia<O 1 la funcion es decreciente.

Esta funcidn tiene su dominio e imagen acotados en uno de sus extremos.

Ejemplo resuelto

Sea la funcién m definida en R por la ecuacion m, =+x+3 —2.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

Dominio
Imagen
Ceros
Monotonia

Paridad

Valor Maximo
Valor Minimo

Intercepto con eje de ordenadas

Signo

c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
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Respuesta
a) Para realizar este esbozo grafico se tomara el punto caracteristico, los ceros (en caso de

que tenga), el intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga), y algunos puntos

que pertenezcan a la funcion.

Punto caracteristico: esta funcion tiene la formam,, =avx+d +e;(a=0;x>-d), donde el

punto caracteristico tiene coordenadas (- 3;-2).
Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula ok

evaluando la funcion parax =0, se obtiene que el valor Lan
esy=-0,27.

Calculando los ceros, que se determinan igualando la ecuacién a

cero, se obtiene que es: x, =1.
Determinando el ploteo de puntos:
X [-2 |-1 1 2

y [-1 [-059 [0 [4.24

Representando en el sistema de coordenadas el punto caracteristico, el cero, el intercepto con el
eje de las ordenadas y los puntos calculados en el ploteo, se obtiene el esbozo grafico mostrado

en la figura.

b) Propiedades
e Dominio
Si analizas las operaciones que aparecen en su ecuacion, observaras que la Unica que se
indefine en el conjunto de los nimeros reales es la radicacion de indice par, luego el
radicando tiene que ser mayor o igual que cero, es decirx+3>0, al resolver esta
inecuacion se obtiene que el dominio de esta funcion esx e R:x>-3. En el grafico

observaras claramente que este estd desde x =—3 hacia la derecha.
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e Imagen

En el gréafico observaras claramente que este aparece desde y =—2 hacia arriba, luego la
imagenes yeR:y>-2

e Ceros

Ya se calculo para el esbozo grafico que es: x, =1

e Monotonia

Esta funcion, al analizar su esbozo grafico de izquierda a derecha, observaras que es
monatona creciente en todo su dominio, ademasa > 0.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par debe cumplirse que m,,=m.,, y al calcular no se cumple ya que:

VX+3-2#+-x+3-2, luego la funcién no es par, ademas su grafico no es simétrico
respecto al eje de las ordenadas.

Para que sea impar debe cumplirse quem,, =—m_,), y al calcular no se cumple, ya

quevx+3—2%—J/—x+3+2, luego la funcién no es impar, ademas su grafico no es

simétrico respecto al origen de coordenadas.

A modo de conclusidn, esta funcion no es par ni impar.

e Valor M&ximo

Si te percatas esta funcién no tiene valor maximo.

e Valor Minimo

Al observar el grafico de dicha funcién observards que si tiene valor minimo, que es
y=-2enx=-3.

e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria.

e Intercepto con eje de ordenadas

Ya se calcul6 el intercepto con este eje para el esbozo grafico que es el valory =-0,27.
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e Signo
Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas, *1

- . . . T20
utilizando los ceros y ubicar los signos correspondientes,

recuerda que lo que se hace es resolver una inecuacién con 110

radicales, obteniéndose el esbozo gréafico de la figura, luego . . -

el signo de esta funcion es:

Positiva: {x € R:x>1}

Negativa: {x e R:-3<x <1}

c) Esta funcidn es inyectiva, recuerda que para que lo sea, la funcion debe ser estrictamente
creciente o decreciente, y esta es creciente. Otra forma para demostrar que es inyectiva es
la prueba de la recta paralela al eje de las abscisas, si lo verificas observaras que la corta
en un punto.

Analiza entonces que esta funcién no tiene imagen plena, por lo que no es sobreyectiva.

Luego la funcidn no es biyectiva.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcidn raiz cuadrada, su esbozo gréfico y algunas de sus propiedades principales.

Ecuac. | Ejem. | Despla | Esbozo grafico Dom | Imag | Ceros [Monot| Parid. | 1. Ord | Signo
'
x=0 / xeR: lyeR: | x=0 | M.C No y=0 No
2 . EJO;)O 5 » | x20 Jy=0 es negativ
" " ’ par a
ni
impa
r
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xeR: |lyeR: | x=0 | M.D No y=0 No

0 .| x20 |y=0 es positiva

o O
v

o« =
(@]
N—

= par
ni

impa

x=-1 xeR: yeR: |x=-1 M.C | No | y=1 | posit.
y:O x=>-1 yZO es

(- 1,0) 1 oar x>-1

/ ni

impa

x+d
¥=ax+1

y:

xeR: lyeR: | —--- M.C | No | y=1 | posit.
x>0 |yz1

I
= O

€s

x>0

Jx el
S x
=

N—

Jx ve

par

y

v

ni

impa
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. y=-2 i o —x | x>-1 [y=-=2 o

. : (- 1-2) B —1<x<3

i : ’ par

) ni posit.
impa
x>3
r

Ejercicios del epigrafe
1. Sea la funciont,, = vx—5+4. Determine:

a) Dominio e imagen.
b) Interceptos con ejes coordenados.

c) Valor minimo y monotonia.

2. Dada la funcion definida por la ecuacion k) =vx+4 -5

a) Realice su eshozo gréfico.
b) Determine: dominio, imagen, ceros y monotonia.
c) ¢Es k una funcién impar? Justifique.

3. Dado el siguiente eshbozo grafico de una funcién de la ¥t

formay =+/x+d +e. %

a) Escriba su ecuacion.

b) Indique dominio e imagen.

c) ¢Es esta funcion monotona creciente? Justifique. :

d) Verifica si el par ordenado (~2;7) pertenece a la ~35 3% PR

L

funcion.

T-1.0
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4. Se tiene la funcion definida por la ecuacion p,) = vx-1+7.

a) Determine dominio, imagen y ceros.
b) ¢Es p una funcién inyectiva? ;Por qué?
c) Determine el dominio de la funcion para la ordenada: —1,5.

5. Dada la funcion f,) = —vx+7 - 2.

a) Esboce su gréfico.
b) Indigue dominio, imagen, ceros y paridad.

c) ¢Es f unafuncién monotona creciente? Justifique.

d) ¢Es f unafuncion inyectiva? Justifique.

6. De una funcion de la formay =+ x+d —4, se sabe que el punto (—];3) pertenece a su grafico.

a) Escriba su ecuacion.
b) Determine dominio e imagen.

c) ¢Es esta funcion impar? Justifique.

7. De una funcion de la formay = vx+d +e, se sabe que: g =1yq._, =0.

a) Escriba la ecuacion deq.

b) Esboce su grafico.
c) Determine los valores de x para los cuales la funcion es no negativa.

d) Se puede afirmar que g es una funcion inyectiva y monétona creciente. ¢Por qué?

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe VV o F en la linea dada.
Justifica las que sean falsas.

a) __ Eldominio de la funciénh, con h,, = Yxes{x:xeIR}.

b) ___ La funcion f definida en{x e®:x>-2}, por la ecuacion f,, =x+2-1, es

positiva en todo su dominio.
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c) __ La funcion de variable real f de ecuacion f(x)=+x—1, tiene como imagen al

conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que cero.

d) ___ Eldominio de la funciént, cont,, = JX+3 es {x ' X eim}.
e) __ Lafuncidn definida en un subconjunto de‘R por la ecuacion y =+/x—8 no tiene ceros.
f) __ La funcion definida en un subconjunto de®R por la ecuaciony =—/x—7 -1, es

inyectiva y creciente.

g) __ Lafuncion definida por la ecuaciony = —Jx,con xeR:x>0 es impar.
h) __ Elgréfico de la funciony = Jx -1, no cortaal eje de las ordenadas.
i) __ La funcion definida por la ecuaciony =+/x—-9+1, con xeR:x>9 es positiva en

todo su dominio.

j) ___ Lafunciony=+/x—-8-7, alcanza su valor minimoen y =-7 parax =8.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea
dada.

9.1. Si el grafico que se muestra corresponde a una funcion

X vy

f cuya ecuacion tiene la forma f,) = vx +a + b, entonces los 1

-1
valores de ay b son: / )

a)__a=-lyb=-2b)_ a=-lyb=2

c) a=lyb=-2d) a=1lyb=2
9.2. El dominio de la funcion de ecuacion, y = vx+4 +1 es:
a)_{xeiR:x>—4}c)_{xe€R:x2—4}

b)_ {xeR:x>1d)__ {xeR:x<-4}
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9.3. La funcion definida por la ecuacion g, = Jx—2+3 tiene por imagen el conjunto:
a)_ {yeR:y>-3lb)_ {yeR:y<3fc)_ {yeR:y>3}d)_ {yeR:y>3}
9.4. La funcion definida por la ecuacionh,) = JX+4+1, esno negativa para:
a)  XeR:x>-3b) xeR:x<-3¢c)_  xeR:x>-3d)__ xeR

9.5. Dada la funcion definida por la ecuacion h,) = vx+6 — 2, se puede afirmar que:

a) ___ h esmonotona creciente e impar.

b) _ h esinyectivaconimageny e R.

c) __ Domh={xe%R:x>-6}ynoes par ni impar.
d) __ h es mondtona decreciente y no tiene ceros.

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) El dominio de definicion de la ecuacion y =+x -2 +4 es: :

b) Laimagen de la funcion definida por la ecuacion y =+/x—1+5 es:

¢) La funcion definida en un subconjunto de los®R por la ecuacion y =+/x—7 +9 corta al eje

de ordenadas en:

d) ElI valor minimo de la funcion definida por la ecuacibny=~+x—-11+2,7, es:

e) Lafunciony=+/x-8+12, es monotona

f) Laimagen de la funcion y=—/x+3—7 en el punto de abscisax =6, tiene como dominio

numérico mas restringido al conjunto de los numeros:

g) Sea la funcion definida por la ecuaciény:\/x+1—2;(x2—1). El intervalo donde la

funcion es negativa es:
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h) Un ejemplo de una ecuacion que define una funcién raiz cuadrada que sea mondtona

creciente y tenga ceros, es:

i) La inversa de la funcion definida por la ecuacionk, =~/x+15-9;(x>-15), es:

1.9. La Funcién Raiz Cubica
e Definicion
La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el ndmero
real f,, =alx+d +e;(a=0), donde a, d y e, son nimeros reales dados, se denomina

funcién raiz cubica.

e Ejemplos
1. y=¥Yx-1-4>(a=1d=-1e=-4)
2. y:—m+5—>(a:1;d=—2;e:5)
3. y:4§/m-1—>(a:4;d:3;e=—1)
4. y=i/;+8—>(a:1;d:O;e:8)
5. y=§/ﬁ—>(a:1;d:—5;e:O)

e Esbozo gréafico

Esta funcion es la funcion inversa de la funcién cubica, por lo que el esbozo grafico de una
funcion del tipo f,, =ax+d +e;(a=0) es una curva, donde el punto de coordenadas

(—d; e)recibe el nombre de punto de inflexion y es hasta donde se traslada el origen de dicha

funcion.

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién cubica:
e Si-l<ax<l,lafuncion se contrae y si—1>a>1 entonces la funcion se dilata (respecto
al eje x).

e Sia>0 , la funcion es monétona creciente.
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Sea la funcién p [efinida en R} por la ecuacion P = Vx—-2-1.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

Dominio
Imagen
Ceros
Monotonia

Paridad

Valor Maximo
Valor Minimo
Eje de simetria

Intercepto con eje de ordenadas

Signo

c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
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Respuesta
a) Para realizar este esbozo gréfico se tomaré el punto caracteristico (punto de inflexion), los

ceros (en caso de que tenga), el intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga),

y algunos puntos que pertenezcan a la funcion.

Punto de inflexion: esta funcion tiene la forma p,,, = a¥x+d + e;(a#0;x>—d), donde el punto

caracteristico (punto de inflexion) tiene coordenadas (2;—1).

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula evaluando la funcion parax =0, se
obtiene que el valoresy =-2,26.

Calculando los ceros, que se determinan igualando la ecuacion a cero, se obtiene que es: X, = 3.

Determinando el ploteo de puntos: v

x |-1 |1 [3 |4 120
y |24 |2 [0 [-23

Representando en el sistema de coordenadas el punto de inflexion,

el cero, el intercepto con el eje de las ordenadas y los puntos
calculados en el ploteo, se obtiene el esbozo grafico mostrado en la

figura.

b) Propiedades
e Dominio
Si analizas las operaciones que aparecen en su ecuacion, observaras que ninguna se
indefine en el conjunto de los nimeros reales, por lo que el dominio de esta funcion
esx € R. En el grafico observaras claramente que este abarca todo el eje de las abscisas.
e Imagen
En el grafico observaras claramente que este abarca todo el eje de las ordenadas, es decir,

tiene imagen plena, luego la imagenes y € R

e Ceros

Ya se calculo para el esbozo grafico que es: x, =3
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e Monotonia

En esta funcion al analizar su esbozo grafico de izquierda a derecha, observaras que es
mondtona creciente en todo su dominio, ademéasa > 0.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par, debe cumplirse que p, =Pp., Y al calcular no se cumple ya que,

¥Yx—=2-1#3-x-2-1, luego la funcién no es par, ademas su grafico no es simétrico
respecto al eje de las ordenadas.

Para que sea impar, debe cumplirse que p,; =—p, Y al calcular no se cumple ya que,

x—2-1=-3/-x-2 +1 luego la funcion no es impar, ademas su grafico no es
simétrico respecto al origen de coordenadas.

A modo de conclusién, esta funcion no es par ni impar.

e Valor M&ximo

Si te percatas, esta funcion no tiene valor maximo.

e Valor Minimo

Si te percatas, esta funcion no tiene valor maximo.

e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria.

e Intercepto con eje de ordenadas

Ya se calculo el intercepto con este eje para el esbozo grafico que es el valory =-2,26.
e Signo

Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas,

utilizando los ceros y ubicar los signos correspondientes,

recuerda que lo que se hace es resolver una inecuacion
con radicales, obteniéndose el esbozo grafico de la figura,

luego el signo de esta funcion es:

Positiva: {x € R:x >3}
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Negativa: {x ¢ R:x <3}

c) Esta funcion es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcion debe ser
estrictamente creciente o decreciente, y esta es creciente. Otra forma para demostrar que es
inyectiva es la prueba de la recta paralela al eje de las abscisas, si lo verificas observarés
que la corta en un punto.

Analiza entonces que esta funcion tiene imagen plena, por lo que es sobreyectiva.
Luego la funcidn es biyectiva.
A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcion raiz cubica, su esbozo gréafico y algunas de sus propiedades principales

Ecuac. | Ejemplo | Despla | Esbozo grafico | Dom | Imag |Ceros| Mono | Parid | I. Ord | Signo

t
Y A
x=0 ~ |xeR|yeR|x=0| MC | Impa| y=0 | negat
y=0 /0 X ]
= | (00)
> x<0
posit.
Ln?;' x>0
g]
Y A
x=0 _ |xeR|yeR|x=0 MD | Impa | y=0 | negat
y=0 x r
2 \
.| (00)
™ x>0
posit.
x<0
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x=1| M.C | Noes| y=-1| negat
par ni
v 7 impa
% G P x<1
& > r
posit.
x>1
A Y )
x=1 x e R| yeR| x=1| M.C |Noes| y=-1| negat
. y=0 // par ni
s i (].O) 0. i1 X i
s L ) : impa
g . — x<1
S : r
posit.
x>1
Ar \
x=1 1 xeRl yeR| x=2| M.C | Noes| Y=-2| negat
. y=-11 ; X par ni
T N e impa
b L x<2
; r
posit.
x>2
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Ejercicios del epigrafe

1. Realiza el esbozo grafico y determina las propiedades de las siguientes funciones:

a) y=%¥x-1
b) y=%x-9+0,27
c) y=-3/x-8

2. Sea la funcion definida por la ecuaciond,) =/x+9 -5.

a) Indique dominio, imagen y monotonia.
b) ¢Es d una funcion impar? Justifica.
c) Calcule los valores donde el grafico de d corta a los ejes coordenados.

3. Dado el siguiente esbozo grafico, correspondiente a una

Y‘L,_.-——"'—'_—r—
funcion del tipoh,,, =3¥x+d +e. / ”
a) Escribasuecuacion. L ___ _ ] 10
b) Determine monotonia y ceros. |
" | . . -
c) ¢Enqué intervalo la funcién es no negativa? ~30 20 A0 10 x
+-1.0

4. Se sabe que el grafico de la funcién definida por la ecuacion ki, = ¥x+d —27 pasa por el

punto de coordenadas (6;,~19).

a) Escriba la ecuacion dek .
b) Esboce su grafico.
c) Determine dominio, imagen, monotonia y paridad.

d) ¢Para qué valores del dominio, la funcién h es no positiva?
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5. Sea la funcion definida por la ecuacion g, = Yx+2 - % :

a) Determine las coordenadas de su punto de inflexion.
b) ¢Es g una funcion impar? Justifique.
c) ¢Es g una funcion mondtona decreciente? Justifique su respuesta.

d) Determine los valores del dominio para los cuales la funcion esta por encima del eje de
las abscisas.

6. De una funcion del tipo f(,) =3/x+d +e, se sabe que, f =2y f ; =0.

a) Escriba la ecuacion de f .

b) Determine dominio, monotonia y paridad.
c) Determine un intervalo donde la funcion sea positiva.

d) Determine, si existe, la inversade f .

7. Dada la funcién by, = /x-1.

a) Determine si el par ordenado(21)e h.
b) Calcule sus ceros.
c) Esboce el grafico de h en el intervalo[-2;9].

d) ¢Cudl es la imagen del esbozo grafico?
8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.

a) ___ Eldominio de la funcion y=73/x-1-327 esx e R.

b) ___ Lafuncion definidaen R por laecuacionh,, = ¥Xx+7, no tiene ceros.
¢) __ Lafuncidn definida por la ecuacion y =3/x+9 —17, no admite una funcion inversa.
d) __ La ordenada de la funcion p, = 0,23/x—8 en el punto de abscisa x=7,9 es un

numero fraccionario.
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e) __ La imagen de la funcion definida en R por la ecuacion y:—%3,/x—0,24—2%

es{yem:yg—zl}.
3
f) ___ El punto de inflexion de la funcion definida por la ecuacion y =3/x—1+5 es P(—1;5).

g) __ Lafuncion y=-53/x-0,125-15 no corta el eje de las ordenadas.

h) _ Toda funcién de la formay=a¥x+d +e con(a<0), es una funcion mondtona

creciente en todo su dominio.

i) _ Toda funcién de la forma y=al/x+d +e con(a;to;d :O;e:O), es una funcion
impar.
J) __ La funcién definida en R por la ecuaciont,, =3/x-1+4, es positiva para

las(x e R : x < -63).

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1. Si el grafico corresponde a una funcion cuya ecuacion tiene la forma h(x) =3x+b+c,

entonces su ecuacion es:

a) __ hy=%¥x+3+1
b) ___ Ny =¥x+3-1
¢) __ hy=¥x-3+1
d) __ hy=¥x-3-1

9.2. Dada la funcion definida en R por la ecuacion f,) =3/x-1-4.

AY

v

a) Realice su eshozo gréfico.
b) Indigue su monotonia y su paridad.

c) ¢Es f unafuncién biyectiva? Justifique.

d) Determine, en caso que exista, su inversa.
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9.3. Se tiene la funcion y = —3/x+d —2, de la cual se sabe que el punto A(2;4) le pertenece.

a) Escriba su ecuacion.
b) Realice su esbozo grafico.
c) Calcule los interceptos con los ejes coordenados.

d) Determine un intervalo donde la funcion sea negativa.

9.4. Sea la funcionk,, = -3/x -3 -0,5.

a) Determine las coordenadas del punto de inflexion.
b) Calcule ki) YK(z73)-
c) Determine los valores racionales; para los cuales k es negativa.

9.5. Sean las funciones definidas por f,) =3/x-1+27y I = -3R/x-1+25

a) Determine dominio y monotonia de ambas funciones.

b) Calcule los ceros de f .
c) Determine los valores reales para los que el grafico de f estd por encima del gréfico
deg.
d) Eshoce el grafico de f en el intervalo[2:11].

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) La imagen de la funcion definida por la ecuacidn f(x)=i/;+9es:

b) El cero de la funcidn definida por la ecuacion g, = 53x—-11+25, es un nimero

c) La funcion definida en ® por la ecuacion h,, =7¥x+6+4 es monétona

d) La funcion definida por la ecuacion p,, =%/x+7 es no negativa para:
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e) La imagen de la funcion definida por la ecuaciong,, =63¥x-1+21 en el punto de

abscisa x = —7, es un nimero

f) La funcion definida por la ecuacion y =3/x +3,8, corta al eje de las ordenadas en:

g) El punto de inflexion de la funciént(x)=—2,73\/x+8—9, tiene como coordenadas:

h) Un ejemplo de ecuacion que defina la funcién de raiz cubica y cumpla la condicion de ser

impar y monotona decreciente es:

i) La inversa de la funcion definida por la ecuacion m =-3x+9-7 s

j) Los valores reales de x para los cuales el grafico de la funciony =3/x+2+8, esta por

encima de la ordenada 16 es:

1.10. La Funcion Exponencial

e Definiciéon
La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el ndmero

real f,) = a** +e(a>0,a=1), donde a, d y e son nimeros reales dados, se denomina

funcién exponencial.
e Ejemplos
1. y=5"—>(a=5;d=0;e=0)
2. y=2""-3 5 (a=2;d =5e=-3)

3 _(l)x_7+4—>(a—l'd——7'e—4)
" y 3 37 2
4, y=3"-2 > (a=3;d =0;e =-2)

5. y=(0,7)%* > (a=0,7;d = -2;e = 0)
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e Esbozo grafico
En general el eshozo grafico de una funcion del tipo f,) = a*? + e(a >0,a# 1) es una curva,

donde el punto de coordenadas (—d;e + 1)recibe el nombre de punto caracteristico y es hasta

donde se traslada el origen de la funcion y tiene una asintota horizontal que es larectay = e .

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién exponencial:

e Si0O<acx 11 la funcion es monétona decreciente.
e Sia> L la funcidn es mondtona creciente.

e La funcién exponencial no es par ni impar.
e La funcién exponencial no tiene valor maximo ni valor minimo.
e Ladefinicion de funcion exponencial exige que la base sea siempre positiva y diferente de

uno (a >0;a # 1). La condicion que a = 1se impone, debido a que al evaluar en la ecuacion

por 1, la funcion se transforma en la funcion constante f(,, = 1. La base no puede ser negativa

1
porque las funciones de la forma f ;) = (- 2)2 no tienen sentido en los ndmeros reales.

Ejemplo resuelto

Sea la funcioén f definidaen % por la ecuacion f,) =2"* - 2.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

e Dominio e Valor Maximo

e Imagen e Valor Minimo

e Ceros e Eje de simetria

e Monotonia e Intercepto con eje de ordenadas
e Paridad e Signo

e Asintota
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c) Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

Respuesta
a) Para realizar este esbozo grafico se tomara el punto caracteristico, los ceros (en caso de que

tenga), el intercepto con el eje de ordenadas (en caso de que tenga), y algunos puntos que

pertenezcan a la funcion.

x+d

Punto caracretistico: esta funcion tiene la forma f ) = a™ + e(a > 0,a # 1), donde el punto

caracteristico (~d; e + 1) tiene coordenadas (—1,—1).

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula evaluando la funcion parax =0, se
obtiene que el valoresy =0.

Calculando los ceros, que se determina igualando la ecuacion a

cero, se obtiene que es: X, =0. Lo

Determinando el ploteo de puntos:

X |-3 -2 11 |2
y |[-1.75 |-15 |-1 |2 |6 30 20 A0 10 20 x
] 1.0
Representando en el sistema de coordenadas el punto
————————————————————— F2.0

caracteristico, el cero, el intercepto con el eje de las ordenadas y

los puntos calculados en el ploteo, se obtiene el esbozo gréafico

mostrado en la figura.

b) Propiedades
e Dominio
Si analizas las operaciones que aparecen en su ecuacion, observaras que ninguna se
indefine en el conjunto de los nimeros reales, por lo que el dominio de esta funcion
esx € R. En el grafico observaras claramente que abarca todo el eje de las abscisas.
e Imagen

En el grafico observarés claramente que este esta definido para lasy > -2, luego la

imagenes yeR:y>-2
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e Ceros

Ya se calculd para el esbozo grafico que es: x, =0

e Monotonia

Esta funcién al analizar su esbozo grafico de izquierda a derecha, observaras que es
mondtona creciente en todo su dominio, ademéasa > 1.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par debe cumplirse que f., = f_,, y al calcular no se cumple ya que:

22Xt 222" _2, luego la funcion no es par, ademas su grafico no es simétrico
respecto al eje de las ordenadas.

Para que sea impar debe cumplirse que, f,,=—f_,, y al calcular no se cumple ya que

2% —2# 27" +2 luego la funcién no es impar, ademés su gréafico no es simétrico
respecto al origen de las coordenadas.

A modo de conclusidn, esta funcion no es par ni impar.

e Asintota

Esta funcion tiene una asintota horizontal eny = -2.

e Valor Maximo

Si te percatas esta funcién no tiene valor maximo.
e Valor Minimo

Si te percatas esta funcién no tiene valor maximo.
e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria.

e Intercepto con eje de ordenadas.

Ya se calculo el intercepto con este eje para el esbozo grafico que es el valory =0.

e Signo
Para el signo, basta con analizar el eje de las abscisas, +
utilizando los ceros y ubicar los signos correspondientes, /

recuerda que lo que se hace es resolver una inecuacion con
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radicales, obteniéndose el esbozo grafico de la figura, luego el signo de esta funcion es:

Positiva: {x € R:x >0}

Negativa: {x e %: x <0}

c) Esta funcidén es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcién debe ser
estrictamente creciente o decreciente, y esta es creciente. Otra forma para demostrar que es
inyectiva es la prueba de la recta paralela al eje de las abscisas, si lo verificas observaras
que la corta en un punto.

Analiza entonces que esta funcidn no tiene imagen plena, por lo que no es sobreyectiva.

Luego la funcidn no es biyectiva.

A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer

expresada una funcion exponencial, su esbozo grafico y algunas de sus propiedades principales

Ecuac. |[Ejempl | Desplazam Esbozo grafico Dom | Imag |Ceros|Monot| I.Ord | Signo
0
v,
Asint xeR|yeR | - M.C | y=1 | posit.
y=2*1y=0 . > xeR
(-d;e+1) ° X
(0;1)
y=a’
— | Asint. xeR |yeR, | —- M.D | y=1 | posit.
e
Il 1
~ > xeN
X
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y=0
(-d;e+1)
(0;1)
YA
Asint xeR | yeR, | —-- M.C y:l posit.
i I L 2
i B y=0 —+ . x e R
= ™ N
de+1) o 1 x
(1;1)
YA
Asint R xeR | YeR: x:l M.C | y=-1 | negat.
o/ X y>-2 2
. I —1__. x <~
% ' (-d;e+1) -2
> (0;-1) .
posit.
1
X > —
YA
Asint xeR | yeR: | x=2 | M.C | ,__15 | negat.
B -1 16
) m‘ e 2 X y
o LN y=-1 ---IF--- x <2
: | (~die+1)
(2,0 posit.
x> 2
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1. Dada la funciénh,, =3 +1.

a) Realice su esbozo gréfico.
b) Determine dominio e imagen deh.

c) Calcule hy)y he,

2. Sea la funcién p;,, = 0,3"" -9,

a) Esboce su gréfico.
b) Determine dominio, imagen, asintota.

c) ¢(Es p unafuncion monotona creciente? Justifique.

d) Se puede afirmar que p es una funcion inyectiva. ¢Por qué?

3. Se tiene la funcion definida por la ecuacion g, = 7% 49,

a) Esboce su gréafico.
b) Indique dominio e imagen.

c) Se puede afirmar que g es una funcion que no es par ni impar. ¢Por qué?

d) ¢Es g unafuncion impar? Justifique.

4. Dado el siguiente esbozo grafico correspondiente a una funcién de

w -

la forma f,, = 2" +e.

a) Escriba su ecuacion.

Wy

1]
b) Determine: dominio, imagen y asintota. 4

c) ¢Para qué valores del dominio la funcién f es no negativa?

d) Verificasi el punto P(—2;3) pertenece al grafico de f .
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5. Sea la funcion definida en %t por la ecuacion ki, =3 -9.

a) Esboce su grafico.
b) Determine: imagen, ceros y asintota.
c) ¢Es k una funcion creciente? Justifique.

d) ¢Para qué valores del dominio la funcién k es negativa?

6. Sea la funciont,,, = (0,7)° —1. Determine:

a) Dominio e imagen det.
b) Intercepto con eje de ordenadas.
c) ¢Es t una funcion par? Justifique su respuesta.

d) Los valores del dominio para los cualest,, > 0.

7. De una funcion del tipo g, = x";neZ, se conoce que el par ordenado (2;32) pertenece al

gréafico de la ecuacion.

a) Escribe la ecuacion de g .

b) Analiza su monotonia.

c) Determina dominio e imagen de g .
d) ¢Es g una funcidn par? Justifica.

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.
Justifica las que sean falsas.
a) ___ El conjunto imagen de la funcion h definida en®R por la ecuacionh,,, =(3)" -9,
esfy e M:y>-9}.
b) __ El conjunto imagen de la funcion g definida en el conjunto de los numeros reales por
oy =02 es{yeR:y>0}.

c) __ Eldominio de la funcion t definida por la ecuacion t,) =2*° -8, es{x e R}.
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d) Sea la funcion p definida en el conjunto de los nimeros reales a través de la
2 3x
ecuacion p ,, = (% , entonces la funcién p es monotona creciente.

e) __ Laimagen de la funcion definida por la ecuacion f,, =3" en el punto de abscisa

1 ., .
X = 5 es un namero racional.

1
f)__ Sealafuncion f definidaen f(x) =2 2 entonces foy=2.

g) ___ Lafuncion definida por la ecuacionm,, = 0,3* +9, tiene un Unico cero.

h) ___ La funcion kdefinida en %R por la ecuacionk,, =4*% 115, tiene como asintota la
rectay =15.

i) ___ El punto caracteristico de la funcion definida por la ecuacion es y = 3,4*" +5, tiene

como coordenadas (7;5).
j) ___Lafuncion real g definidaen R por la ecuacion g, =2 - 2 es monotona creciente y

negativa para todos los valores reales de X , tales que X < 0.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1. El siguiente esbozo grafico corresponde a una funcién de la
w &
x+d

formaq,, =a™™" +e, entonces su ecuacion es:

Tl

a) Uiy =3 -1 e

b) L q(x) :3X+l _2

1 x+1
) Uy :(gj -1

1 X+1
d __ Ux) :(gj -2
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9.2. La funcién real de ecuacién y =3
a) ___esparb) _ esinyectiva

C) __ tiene imagen en {y eRiy> O} d) __ es mondtona decreciente

x-3
9.3. Sea f(,) = (5) , los valores de x para los cuales el grafico de f|,, esta por debajo de la
ordenada 16, son:

Q) x>-1b)_  x=1c¢)__ x<-1d)__ x=>4
9.4 Cualquiera sea x real, la funcién f(,) =107

a) ___ Esmonotona decreciente. b) _ Es positiva para X <0 y par.

¢) ___ Admite por inversa a la funcion f,, = Jx. d) __ Notiene cerosy es inyectiva.

9.5. Sea la funcion Py = 3 +e , de la cual se sabe el punto(2;18), entonces se puede afirmar

que:
a) __ pescreciente y no tiene ceros.
b) __ pesinyectivay tiene una asintotaeny =18.
C) ___ p impary decreciente.
d) __ p tiene como punto caracteristico (—1-8).

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en
cada caso.

a) Sea la funcion g definidaen R por la ecuacion g, = a'. Los valores reales de a para los

cuales la funcién g es mondtona decreciente son:

b) El conjunto imagen de la funcion definida por la ecuaciony =372 -5 es:
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c) Laasintota de la funcion definida por la ecuacion m,) = 3 es la recta

d) La funcion definida por la ecuacion y = 4** — 0,16, tiene como cero:

e) Laasintota de la funcion definida en R por la ecuacion y =5*"* —5 es la recta
f) El intercepto con el eje de ordenadas de la funcion y =2 —0,3 es un niimero

g La  imagen  de la  funcion y=(0,5) —25 es el conjunto

h) Un ejemplo de una ecuacién que defina una funcion exponencial que cumpla las

condiciones de ser mongtona creciente y su asintota sea la recta y = —4 es:

x-1
i) Seaf = (Ej , entonces los valores de dominio para el cual f(,, es mayor o igual que la

unidad son:

j) Sean p y g son elementos cualesquiera del dominio de una funcion exponencial
con p>q, para los cuales se cumple que f, > f,, entonces se puede afirmar que f es

una funciéon monétona

1.11. La Funcion Logaritmica
Definicion

La correspondencia que a cada xe® se le hace corresponder el ndmero

real f{,, = log,(x + d)+e(x > —d;a > 0,a # 1), donde a, d y e son niimeros reales dados, se

denomina funcion logaritmica.
e Ejemplos
1. y=log,(x-1)> (@a=2;d =-1;e =0)
2. y=log; x+8 - (a=3;d =0;e =8)
3. y= logo,s(x—7) — (a=0,3;d =-7;e =0)

4. y=log,(x+2)-1— (a=4;d=2;e =-1)
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e Esbozo gréfico
Esta funcion es la inversa de la funcion exponencial, por lo que el esbozo grafico de una funcién

del tipo f, =log,(x+d)+e(x>-d;a>0,a=1) es una curva, donde el punto de

coordenadas (—d + 1;e)recibe el nombre de punto caracteristico y es hasta donde se traslada el

origen de la funcién y tiene una asintota vertical que es la rectax = —d .

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar la funcién cubica:

e Si0O<acx 1 la funcién es mondtona decreciente.
e Sia> 1 la funcion es mondtona creciente.

e La funcién logaritmica no es par ni impar.

e La funcién logaritmica no tiene valor maximo ni valor minimo.

Ejemplo resuelto

Sea la funcion g definidaen % por la ecuacion g, = log,(x+2)-1.

a) Realice su esbozo grafico.

b) Determine:

e Dominio e Valor Maximo

e Imagen e Valor Minimo

e Ceros e Eje de simetria

e Monotonia ¢ Intercepto con eje de ordenadas
e Paridad e Signo

e Asintota
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Clasifiquela en inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

Respuesta

a)

Para realizar este esbozo gréfico se tomara el punto caracteristico, los ceros (en caso que
tenga), el intercepto con el eje de ordenadas (en caso que tenga), y algunos puntos que

pertenezcan a la funcion.

Punto caracteristico: esta funcion tiene la formag, =log,(x+d)+e(a>0,a=1x>~d),

donde el punto caracteristico (—d +1;e) tiene coordenadas (—];—1).

Calculando el intercepto con el eje de ordenas, que se calcula ¥4
evaluando la funcion parax =0, se obtiene quey = 0. =0
Calculando los ceros, que se determina igualando la ecuacién a cero, 110

se obtiene que es: x, =0.

Determinando el ploteo de puntos:

HY

20 BN 10 20

————— F-1.0

X

-1

y

-1

T-2.0

0 1

Representando en el sistema de coordenadas el punto caracteristico,

0 [2 |

T-3.0

el cero, el intercepto con el eje de las ordenadas y los puntos calculados en el ploteo, se obtiene el

esbozo gréafico mostrado en la figura.

b) Propiedades
e Dominio
Si analizas las operaciones que aparecen en su ecuacion, observaras que la Unica que se
indefine en el conjunto de los numeros reales es la logaritmacion, debe cumplirse
quex+2 >0, luego x > -2, entonces el dominio de esta funcion esx e R:x>-2. En el
gréfico observaras claramente que este esta definido hacia la derecha de x =-2.
e Imagen
En el grafico observaras claramente que este abarca todo el eje de las ordenadas, luego la

imagenes y e R
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e Ceros

Ya se calculo para el esbozo grafico que es: x, =0

e Monotonia

Esta funcion al analizar su esbozo gréafico de izquierda a derecha observaras que es
monotona creciente en todo su dominio, ademasa > 1.

e Paridad

Recuerda que debes analizar si es par o impar:

Para que sea par, debe cumplirse que g, =g, Y al calcular no se cumple ya que:

log, (x +2)—1# log,(— x+2)—1, luego la funcion no es par, ademas su gréafico no es
simétrico respecto al eje de las ordenadas.

Para que sea impar, debe cumplirse que f,)=—f_,, y al calcular no se cumple, ya que
log, (X +2)—1# —log,(—x+2)+1 luego la funcién no es impar, ademés su grafico no es

simétrico respecto al origen de las coordenadas.
A modo de conclusién, esta funcion no es par ni impar.
e Asintota.

Esta funcion tiene una asintota vertical en x = -2
e Valor Maximo

Si te percatas esta funcién no tiene valor maximo.
e Valor Minimo

Si te percatas esta funcidn no tiene valor maximo.
e Eje de simetria

Esta funcion no tiene eje de simetria.

e Intercepto con eje de ordenadas

Ya se calculo el intercepto con este eje para el esbozo grafico que es el valory =0.
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Para el signo basta con analizar el eje de las abscisas, utilizando los ceros y ubicar los

signos correspondientes, recuerda que lo que se hace

es resolver una inecuacion con radicales, n
obteniéndose el esbozo grafico de la figura, luego el , L
. L 1.0 20 x
signo de esta funcion es:
Positiva: {x € %:x >0}
Negativa: {x e R:-2 < x <0}
c) Esta funcidn es inyectiva, recuerda que para que sea inyectiva, la funcion debe ser
estrictamente creciente o decreciente, y esta es creciente. Otra forma para demostrar que
es inyectiva es la prueba de la recta paralela al eje de las abscisas, si lo verificas
observarés que la corta en un punto.
Analiza entonces que esta funcién tiene imagen plena, por lo que es sobreyectiva.
Luego la funcidn es biyectiva.
A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las distintas maneras en que puede aparecer
expresada una funcién logaritmica, su esbozo grafico y algunas de sus propiedades principales
Ecuacioén |Ejemplo| Desplazam Esbozo gréfico Dom | Ima | Ceros | Mon | I. Ord Signo
g
YA
Asint. xeR |[yeR| x=1 | MC | - negativa
= = o
o ki x=0 0 / x O0<x«<l1
5 S (-d+1e) positiva
(,0)
x>1
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YA
Asint. \ . (xe®R [YyeR| x=1 | MD | - negativa
. 0 x
%ﬂ x=0 x>1
& (-d+1Le)
(1.0) positiva
O<x«1
7y
Asint. | / xeR: lyeR| x=-1 | MC| _1 | negativa
B B ! x>-2 y= 2
L % =-2 -2 ; 0 X —2<x<-1
# & !
v v (-d+Le) | 1
(_ 1.0) positiva
x>-1
t
Asint. xeR, YR w1 M.C | ----- negativa
1)- =—
- X -~ 2
v ; = 0 I 1 X
:,, EB‘ x=0 X O<x< l
¥ v (-d+1Le) 2
~ (1.1) positiva
1
x> —
2
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log,(x+d)+e

y=

YA

Asint. 2 3/ xeR: lyeR| x=5 M.C

-4 x>2
x=2 :
|

(-d+1;e)

(3;-1)

log,(x - 2)-1

Y

negativa
2<x<S
positiva

x>5

Ejercicios del epigrafe
1. Se tiene la funcion y =log(x —8)—1 , analiza y responde:

a) ¢Es esta funcion mondtona creciente? Justifique su respuesta.
b) Esta funcidn no es par ni impar. ;Por qué?
c) Determine: dominio, imagen y cero.

2. Se tiene la funcion f,) = log, ,(x—1)+2.

a) Esboce su gréfico.
b) Determine: dominio, imagen, cero y asintota.
c) Se puede afirmar que f es monotona decreciente. ¢Por qué?

3. Dada la funcion definida por la ecuacion d,,, = log(x —11)+ 4

a) ¢Es d una funcion inyectiva? ;Por qué?
b) Indigue: dominio, imagen, ceros y asintota.
c) Esboce su gréfico.

d) ¢Es d una funcion impar? Justifique.

e) Se puede afirmar que d es una funcién monotona creciente en todo su dominio. ¢Por

qué?
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a) Halla la ecuacion dek .

b) Determine dominio, imagen y monotonia dek .

¢) ¢Es k™ una funcion impar? Justifique.

d) ¢Cuél es la condicion, respecto a la rectay = x, que debe cumplirse entre los graficos de
ambas funciones?

5. Sea la funcion p,, = 2log, (x)+1.

a) Esboce su grafico.

b) Indigue: dominio, monotonia y signo.

c) Verifique si el punto M(4;3) pertenece al grafico de p .

d) Es puna funcion inyectiva y mondtona creciente. ¢Por qué?

6. Se tiene la funcion h,, =log,(x —2)+e y se sabe que el punto (3;6) < hy,, .

a) Determine la asintota deh.

b) Determine el punto caracteristico deh.

c) ¢Es h una funcién par? Justifique.

d) Escriba un intervalo donde h sea negativa.
e) Determine, si existe, lainversadeh.

7. Sea la funcion definida por la ecuacion g, = log,(x +7)-1.

a) Indique: dominio, monotonia y asintota.

b) ¢Para que valores del dominio, la funcion g, es no negativa?
c) ¢Es guna funcion par? Justifique.
d) Realice su esbozo gréfico en el intervalo [-6;1].

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.
a) ___Eldominio de definicion de la funcion t,,, = log,(x—8) es{x € R: x > 8}.
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b) Los ceros de la funcion p cuya ecuacion es p,, = log, x> —1son xy=1y % =-1.
C) La funcidn cuya ecuacion y = log, x es inyectiva e impar.
2
d) La imagen de la funcion definida por la ecuacion f ., =log, x en el punto de abscisa

x =9 es un ndmero natural.
e) Toda funcion logaritmica de ecuaciony = log, x;(x >0;a > 1), es monotona creciente

en todo su dominio.

f) __ La funcion definida por la ecuaciony =log, x+9, tiene como asintota el eje de las
ordenadas.

g) __ Lafunciony =log,, x -2, es positiva en todo su dominio.

h) __ Lafuncion definida por la ecuacion y =log, x es impar.

i) __ Lafuncion definida por la ecuaciony = Ioge(x —8)— 2, no corta al eje de las ordenadas.

J) ___ Toda funcion de la formay = Iogz(x +d )+ e, tiene inversa.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1. El siguiente grafico corresponde a una funcién de la VT

ecuacion f,,, = log,(x + h) -1, entonces el valor de h es:

v

a  _h=-2b)_h=2¢c)__h=0d)__h=1

9.2. El grafico que se muestra corresponde a la ecuacion:

VA '
) __y=logy;(x-2)+1 ) E—
by y=log,(x-2)+1 ¢ 1 12/ 3 x

) y=log,;(x+1) -2

d__ y=log;(x+1)-2
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9.3. El dominio de la funcion g, con g(x) =log, (_; X +1) es:

a)_ {xeR:x>0}b)__ {xeR:x=2lc)__ {xeR:x<2)d)_ {xeR:x>2

9.4. Si el grafico que se muestra, corresponde a una funcién cuya ecuacion tiene la

formay = log,(x + b) + ¢, entonces su ecuacion es:
a)_  y=log,(x+2)+3

b)_  y=logs(x+2)-3

Y

) y=logs(x—2)+3
d__ y=logs(x—-2)-3
9.5. El conjunto imagen de la funcién y = log,(x +1)—5en el intervalo (1< x < 7) es:
a)_ {yeRib)_ {yeR:4<y<-2}
) {yeR:4<y<2ld_ {yeR:4<y<-2}

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en
cada caso.

e) EI dominio de definicion de la  funcion  y=log(x+4)-25 es:

f) La asintota de la funcion definida por la ecuacion y=9log,,(x+7)+2 es:

g) La funcién y =log, (x +1)— 7 tiene como conjunto imagen:

h) Toda funcién de la forma y=|ogax;(x>0) con O<a<l es una funcibn mondtona
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i) El cero de la funcién definida por la ecuacion f(x)zlog7(x+1)—2 es:
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j) La inversa de la funcion  y=Ilog,(x-7)+9 tiene como  ecuacion

k) Lafuncién y =log,(x+8)—1 es no negativa para:

I) La funcion definida por y:Iogoys(x+1)—2,24 corta al eje de las ordenadas en

m) La imagen de la funcion y=|og7(x—2,51) en el punto de abscisa x=3 es un nimero

n) Sealafuncion g, =log,(x+2)-4 entonces:

e Si para cualesquiera sean ayb, elementos del dominio deg, se cumple que

9(a) = 9») SI y solosia=D, entonces la funcion g es:

e Si se restringe el dominio de definicién de g al conjunto de los nimeros reales

no negativos, entonces el conjunto imagen de la nueva funcion es:

1.12. Las Funciones Trigonométricas
Definicion
e La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el nUmero

real f,) = senx, se denomina funcion seno.

e La correspondencia que a cada xe‘R se le hace corresponder el numero

real f(,) = cos x, se denomina funcion coseno.

e La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el nUmero

)f

real S =tanx; (x #(2k+1 2 ke Zj, se denomina funcion tangente.
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e La correspondencia que a cada xeR se le hace corresponder el numero

real f{,, = cot x; (x # kz; k € Z), se denomina funcion cotangente.

Ejemplos
1. y=senx +2
2. y=cos x+3
3. y=tanx+5
4, y = cot(x +4)

Esbozo gréfico

e El esbozo gréfico de las funciones seno y coseno es una oscilacién armoénica y cuando
son de la forma y = senx yy = cos x, su imagen se encuentra en el intervalo [-
1;1].

e El eshozo grafico de las funciones tangente y cotangente son parabolas cubicas,
repetidas a lo largo del eje de las abscisas, con un periodo dex, ademas tienen

asintotas verticales; cuando estan en la forma y = tan xy y = cot x estas pasan
por los puntos de abscisas x = (2k + 1)g;k € Z y x =knr;k € Z respectivamente.

» Estas funciones, generalmente, se analizan en el intervalo principal [0;27]

e Estas funciones también se dilatan y se contraen, solo que analizaremos los esbozos

gréaficos y sus propiedades en su funcién candnica.

Algunos elementos a tener en cuenta para analizar las funciones trigonométricas:

Las funciones trigonométricas no son mondtonas, aunque por intervalos, se puede

determinar si crecen o decrecen.
Estas funciones por intervalos se les puede determinar el signo.

Las funciones trigonométricas son periddicas.
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A continuacion, se ofrece un cuadro resumen con las funciones trigonométricas canonicas, su

esbozo gréafico y algunas de sus propiedades principales

Ecuacion Esbozo gréafico Dom Imag Ceros Perio. |Paridad

y = senx xeR |yel[-11]| x=(n); 27 | Impar
> keZ

xeR |yel-11]| x=@k+1z | 27 Par

Y =Cos X /-

%
(

keZ
y A
1 1 1 1
1 1 1 1
| I I I xeR: YR x =k, T Impar
1 1 1 1
o ! ! — X¢(9k+1)g; kez
1 1 1 1
y=tanx , ! ! ; kez
Vk
: I I
1 1
| I " xeNR: YeR Vid V4 Impar
I x=(2k+1)—;
y=cotx ! : : X xi(kﬁ); 2
: 5 T T > keZ keZ
1 1
: | |
1 1
: | |
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Ejercicios del epigrafe

1. Analiza si los pares ordenados siguientes son elementos de la funcion f,, = senx

2) (z) b) (370) ¢) ( J d) (__ _ j

2

2. Determina los ceros de la funcion g,) = 2cos2x —1.

3. Sea la funciony =tanx.

a) Determine 2 puntos que pertenezcan a su gréafico.
b) ¢Es esta funcién impar? Justifique.
c) ¢Es esta funcion monétona? ¢Por qué?

4. Sea la funcionk,, = cot x .

a) Calcule sus ceros.

b) Calcule K,y km.
2

c) ¢Es k una funcion impar? Justifique.

5. Determina el signo de las funciones y =tanx y y =cotx en los siguientes intervalos:

a) (0<x<n)

6. Determina para qué valores de Xe[o;ﬂ'] las funciones f) =2tanx—tan2x y g, _ fanx

cot X

alcanzan el mismo valor.

7. Sea la funcion h, =sen(x) en el intervalo [-n; 2n]

a) Determina sus ceros.

137



-]

o

<]

~

9 Tratamiento didactico alas funciones elementales en la ensefianza de las matematicas

a Katherinne Lisset Reyes Contreras,

9 Esther Jessenia Mera Medina,

= ,

= Mariana de JesUs Cervantes Barrios, 91li7803111l000609
% Juan Marcos _Aguayo tharqo, Recepcion: 02-01-2024
X Blanca Carmita Arias Garcia,

Web of Sciece/Core Collection Silvia Lorena Macias Ledn, Aprobacidn: 02-03-2024

Lissette Stefania Herrera Silva
b) Represéntala graficamente.

c) Calcula: h(— 3?”)

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.
Justifica las que sean falsas.
a) __ El grafico de la funcion g de ecuacion ¢, = 2cos” x—1 definida en el
intervalo [0 ; 27, corta el eje X en dos puntos.

b) ___ El gréfico de la funcién m cuya ecuacion es M, =3c0s” X—4 corta el eje de las

ordenadas en(0 ; —1).

c) __ Lafuncién f definidaen R por laecuacion f,, =3cosx es una funcion par.

d) ___ Lafuncion n definida por la ecuacion N,y = 2senX es una funcién par.

e) __ Lafunciéon f definidaen R de ecuacion f(x) = 2C0SX, es inyectiva.

f) __ La funcion h definida por la ecuacion h,)=3tanXen el intervalo (-;7;) es

mondtona creciente.

g) __ Lafuncion r definida por la ecuacionf,) = 3cotx+3, no tiene ceros.

h) _ Lafuncidony=cosx, es par.

i) __ Las funciones trigonométricas son monotonas.

j) ___ Los valores reales de x para los cuales la funcion y =3tan’—3 es el conjunto de los

numeros reales.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.

9.1. Se tiene la funcién y = 2senx , entonces se puede afirmar que:

a) ___ Lafuncion es monétona.
b) __ Lafuncidn par e inyectiva.
c) ___ Lafuncion es impary tiene dominio x € ‘R

d) __ Laimagendelafunciénes {y e R:-1<y<1}
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9.2. Se tiene la funcidn y = cos x, entonces se puede afirmar que:

a) La funcidn no es mondtona.
b) La funcion es inyectiva.
c) La funcion es impar.

d) __ Laimagen de la funcion es {y e R}

9.3. Se tiene la funcién y = tanx, entonces se puede afirmar que:

a) La funcidn es mondtona decreciente
b) La funcion es inyectiva y par
C) La funcion es impar.

d) _ Laimagen de la funcion es {y € ER}

9.4. Se tiene la funcion y = cotx, entonces se puede afirmar que:

a) __ Lafuncién no tiene ceros.
b) _ Lafuncién es biyectiva.
c) ___ Lafuncion es par.

d) _ Laimagen de la funcion es {y e R}

9.5. Las funciones trigonométricas cumplen la condicién de ser:

a) __ Paresy sobreyectivas.

b) __ Impares y monotonas crecientes.

c) ___ No ser monétonas.

d) __ Siempre cortar al eje de ordenadas y tener ceros.

10. Completa los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposicion verdadera en

cada caso.

a) La funcion definida por la ecuacion y = 4cosx tiene como ceros:

b) El dominio de la funcion definida por la ecuacion y =tanx es:

c) La imagen de la funcion y=cotx en el intervalo (0;27) es:
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d) La funcion definida por la ecuacion y = senx +1 corta al eje de las ordenadas en

e) La funcion definida por la ecuacion y=tanx(-z<x<z) es mondtona

fy La  monotonia de la  funcion  definida  por y =cosx(0 < x < r)es

g) El dominio de la funcion definida por la ecuacion y=cotx es

h) Los ceros de la funcion definida por la ecuacion y=tan*x—3 son:

i) Laimagen de la funcion y = sen(x)+3 en el punto de abscisa x =0 es:

J) Unejemplo de una ecuacion que defina una funcion trigonométrica par es:

1.13. Ejercicios del Capitulo

1. Determina cual de los siguientes gréficos representan funciones. Justifique en cada caso.

a) ~ b) y
Yy '

— X\
A B \) \

n
>

X

2. Determina cudl de los siguientes conjuntos representan una funcion. Justifique en cada caso.
a) G={(2:3), (5:1), (47), (3:9) }
b) H={(xy)/y=x+3,xe%}
c) J=1(1;2), (2;2), (3:3), (3;4) }
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d) F={(xy) /y=2x-5;xe%}
e) K={(xy) /y =24 —x?;xe9}
3. Sea la funcion t(x) = logx

I
a) Halla el dominio de t.

b) Halla el valor de a, para el cual se cumple que el par ordenado (100; a), pertenece al

grafico de t.
c) Determina los ceros de t.

4. Realiza el esbozo grafico y determina: dominio, imagen y monotonia de las siguientes

funciones:

a) y=2x-04;xe(-16)

b) y=vx+2-1
) y=¥Yx+5-1 (-3>x>2)
d y=2"-4

1 x-1
e) y= (gj -9
f) y=log2(x—3)+4
f) y=log,s(x—4)+2;(x>5)

5. Se conoce que los pares ordenados (—6;—4) y (3;—1) pertenecen al grafico de la funcion

P =rXx+a+b

a) Halla la ecuacion de la funcion p .
b) Determina dominio e imagen de p.

c) Representa graficamente la funcion p .
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6. Sea la funcion p,, = log,_, x. Determine el dominio de p .

7. Sean las funciones h,) =cosx—2cos2x y g, =sen2x —cosx. Determina para qué valores

de x se cumple que h.,, =g,

8. Clasifica las siguientes proposiciones en verdaderas o falsas. Escribe V o F en la linea dada.

Justifica las que sean falsas.

a) __ Lacorrespondencia F ={(2;3);(1;2);(2;1); (4;1)} es una funcién.

b) __ Sean A={0128} yB=1{0;2,416}. Si g={(0;0),(L2),(24),(816)} representa una
correspondencia definida de A en B, entonces g es una funcién sobreyectiva.

c) ___ La correspondencia definida de N — N, donde a cada numero natural n se le hace
corresponder su sucesor, es una funcién.

d) __ La correspondencia definida de R — Z donde a cada numero real X se le hace
corresponder su opuesto es una funcion.

e) __ La correspondencia definida de N\{0}enN, donde a cada neN \{0} se le hace

corresponder sus divisores es una funcion.

f)___ La correspondencia definida de N — N, donde a cada nimero natural n entre 10 y 99 se
le hace corresponder sus divisores es una funcion.

g) ___ La correspondencia definida de N — N en el que a cada numero natural le asocia su
antecesor, es una funcion.

h) __ La correspondencia definida de R — R en el que a cada namero real le asocia su
reciproco, es una funcion.

i) Lacorrespondencia que a cada numero natural le asocia sus maltiplos, es una funcién.

j)__ Lacorrespondencia que cada numero racional le asocia su raiz cubica, es una funcion.

k) __ La correspondencia definida deR — R, donde a cada nimero real se le asocia el
namero 3, es una funcion.

)__ Sean A ={a;b;c}y B = {0;1;2;3} dos conjuntos y la correspondencia h definida de A
en B tal queh = {(@;0); (b;1); (c;2); (c;4)}, entonces h es una funcion.
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m) El cero de una funcion es aquel valor del dominio cuya imagen es cero.
n) La correspondencia f que asocia a cada namero real su cuadrado aumentado en cinco

unidades, es una funcion par.
0) La composicion de funciones no es una composicion conmutativa.

p) _ Lafuncion f: A — B es par, siy solo si, A es simétrico.
q) __ Lacorrespondencia F ={(%2);(2;3);(3;2); (4;1)} define una funcion inyectiva.
r)___ El conjunto de pares ordenados {(1;5);(2;8);(3;9); (4;1 1)jes una funcion inyectiva.

s) __ Las funciones inyectivas son pares.
t)__ El dominio de la funcién t de ecuacion t(x)=,/——-1 es {x eR:x<006x2> 1}.
X
u) __ Sipara m,n € ®;m > 0;n > O se cumple que(0,3)™ > (0,3)", entoncesm < n.

v) _ Sik e R, entonceslog, k € R.

w) Toda funcién logaritmica es creciente.

X) ___ El dominio de la funcion y =*** —16 es el conjunto de los niimeros reales.

y) ___ Laimagen de la funcién y =senx es el conjunto de los numeros reales, mayores que
cinco.

z) ___ Lacomposicion de funciones siempre existe.

9. Selecciona la respuesta correcta y marca con una x en la linea dada.
9.1. El dominio de definicién de la funcion definida por: {(1; \/5) (2; \/5) (3; \/E} (5; \/7)} es:
a)__ W23,

b) Un subconjunto del conjunto de los nimeros naturales.
C) El conjunto de los nimeros racionales.

d) __ Ninguno de los conjuntos anteriores.
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9.2. Los ceros de la funcién y =|x—6/—9 son:
a)_ X%=3X%X,=15b)_ x,=6,x,=-9¢)__ x =3;x,=-15d) __ x, =-3;X, =15

2x+1
9.3. Los valores reales negativos para los cuales la funcion f,, = (5) es menor o igual que

la unidad es:

1 1 1 1
Q) X>2——Dh)_ x<-=¢_  —-——<x<0d__ ——=<x<0
2 2 2 2

9.4. El dominio de la funcion g definida por la ecuacion g, = logz(— %x + 1) es:

a) _ {xeR:x>0} b)) _ {xeR:x#2} ¢ __  {xeR:x<2} d)
_ {xeR:x>2}

9.5. El dominio de la funcién fi,) = log(x2 - Sx + 6) es:

a)__ (2;3) b) _ (O+x) ¢)__ R d) __ (~0;2) U (35400)

X
9.6. El dominio de la funcion p definida por la ecuacion p(x) =3 . es:
X —

a)_ {xeR:0<x0x>1b)__ xeRec)_ {xeR:xz1d)__ {xeR:0<x<l}

., ., x?+5 . .
9.7. La funcion M dada por la ecuacion M (x) = ———; hl tiene como dominio:
X°+X°—4X+6

a)_{xeﬁi:x¢—3}b)_{xefR:x¢3}C)_{xeiR:x;t—6}d)_{xeﬂ%:x¢—2}
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9.8. El conjunto solucion para el cual la funcion definida por la ecuacion, f,) =—; es no
x —_—
negativa es:
a)_Sz{xeiR:x;t—l} c)_S={xeiR:x>1}

b)_ S={xeR}d)__ S={xeR:x>0}

9.9. El dominio de la funcion g definida por la ecuacion g, = log, (\/—1) es:
a)_ {xeR:x>-1}b)_ {xeR:x>0x=1}

0 f{xeRJd)__ {xeR:-1<x<0}

9.10.Si p,) = (fog)( con py =Vx~ —6x Yy g, = x? — 6x, entonces S €8

8) _ flg=vx+1b)__ fi,=v5x¢)_ fiy=vx d)__fi,=vx®+1

10. Completa los espacios en blanco, de forma tal, que se obtenga una proposicion verdadera en
cada caso.

a) La pendiente de la funcion definida por y = 0,4 —13xes:

b) La pardbola y=2x>—-6x+7 expresada en la forma y=a(x+d)’+e es:

c) EI dominio de la funcion definida por la ecuacibn y=+2x-7+0,8 es:

d) El  conjunto imagen de la funcion definida por y=25"°-75 es:

e) El dominio de la funcién definida por la ecuacion y =logx es:

f) La ecuacion de la funcion inversa de la funcion definida por la ecuacion

y =logl(x+2)—3 es:

2
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Un ejemplo de una ecuacion gque define una funcion impar y mondtona decreciente en todo
su dominio es:

Una ecuacion que define una funcion impar, sobreyectiva y mondétona decreciente en todo
su dominio es:

El dominio de la funcion f definida por la ecuacion f, Iog|x| es:

- . X+3 .
La funcion definida por y = NPT es no negativa para:
X —_
Sean las funciones f,) = 6x+3 Yy h(,, =3/x -8, entonces:

o (f +h)y es:
(f = h) es:
(f - h)y) es:
(f /h) es:
(foh),,) es:

(hof ) ) es:
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Capitulo 2. Aplicacion de las Funciones

Generalmente se hace uso de las funciones reales, (incluso, cuando el ser humano no se da
cuenta), en el manejo de cifras numéricas en correspondencia con otra, debido a que se estan
usando subconjuntos de los nimeros reales. Las funciones son de mucho valor y utilidad para
resolver problemas de la vida diaria, problemas de finanzas, de economia, de estadistica, de
ingenieria, de medicina, de quimica y fisica, de astronomia, de geologia, y de cualquier area
social donde haya que relacionar variables. Cuando se va al mercado o a cualquier centro
comercial, siempre se relaciona un conjunto de determinados objetos o productos alimenticios,
con el costo en pesos para asi saber cuanto podemos comprar; si lo llevamos al plano, podemos
escribir esta correspondencia en una ecuacion de funcion "x" como el precio y la cantidad de

producto como "y".

Se puede aplicar en muchas situaciones, por ejemplo en economia (uso de la oferta y la demanda)
los econdmicos se basan en la linealidad de esta funcién y las leyes de la oferta y la demanda;
estas son dos de sus relaciones fundamentales. Por ejemplo, si un consumidor desea adquirir
cualquier producto, este depende del precio en que el articulo esté disponible. Una relacion que
especifique la cantidad de un articulo determinado que los consumidores estén dispuestos a
comprar, a varios niveles de precios, se denomina ley de demanda. La ley mas simple es una
relacion del tipo P= mx + n, donde P es el precio del articulo por unidad y m y n son constantes.
Muchas son las aplicaciones de la funcion lineal en el caso de la medicina. Ciertas situaciones
requieren del uso de ecuaciones lineales para el entendimiento de ciertos fendmenos. Un ejemplo

es el resultado del experimento psicoldgico de Stenberg, sobre recuperacion de informacion.

El estudio de las funciones cuadréaticas resulta de interés no solo en Matematica sino también en
Fisica y en otras areas del conocimiento, como por ejemplo: la trayectoria de una pelota lanzada
al aire, la trayectoria que describe un rio al caer desde lo alto de una montafia, la forma que toma
una cuerda floja sobre la cual se desplaza un equilibrista, el recorrido desde el origen, con

respecto al tiempo transcurrido, cuando una particula es lanzada con una velocidad inicial.
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Puede ser aplicada en la ingenieria civil, para resolver problemas especificos, tomando como
punto de apoyo la ecuacion de segundo grado, en la construccion de puentes colgantes que se

encuentran suspendidos en uno de los cables amarrados a dos torres.

Los bidlogos utilizan las funciones cuadraticas para estudiar los efectos nutricionales de los
organismos. Existen fendmenos fisicos que el hombre a través de la historia ha tratado de
explicarse. Muchos hombres de ciencias han utilizado como herramienta principal para realizar
sus calculos la ecuacion cuadratica. La geologia como ciencia requiere del planteamiento de
ecuaciones logaritmicas para el célculo de la intensidad de un evento, tal como es el caso de un
sismo. La magnitud R de un terremoto esta definida como R= Log (A/A?) en la escala de Richter,
donde A es la intensidad y A° es una constante. (A es la amplitud de un sismdgrafo estandar, que

estd a 100 kilémetros del epicentro del terremoto).

Los astrobnomos para determinar una magnitud estelar de una estrella o planeta utilizan ciertos
calculos de caréacter logaritmico. La ecuacion logaritmica les permite determinar la brillantez y la
magnitud. En la fisica la funcion logaritmica tiene muchas aplicaciones entre las cuales se puede
mencionar el calculo del volumen "L" en decibeles de un sélido, para el cual se emplea la
siguiente ecuacion L= 10 Log (I/lo), donde I es la intensidad del sonido (la energia cayendo en
una unidad de &rea por segundo), lo es la intensidad de sonido mas baja que el oido humano
puede oir (Ilamado umbral auditivo). Una conversacion en voz alta tiene un ruido de fondo de 65
decibeles.

Se aplica a la quimica y fisica. En algunos elementos radioactivos son de tal naturaleza que su
cantidad disminuye con respecto al tiempo, se cumple la ley exponencial y se dice que el
elemento decrece o decae. En la quimica, el PH de una sustancia, cuando el PH es menor que 7,
se dice que es acida, mientras que su PH es mayor que 7, se dice que es base. Los ambientalistas
miden constantemente el PH del agua de lluvia debido al efecto dafiino de la "lluvia &cida™ que se
origina por las emisiones de diéxido de azufre de las fabricas y plantas eléctricas que trabajan con

carbén.

Otra aplicacion de las funciones exponenciales fue el descubrimiento del Polonio (elemento

radioactivo) por Marie Curie en 1898. El crecimiento poblacional (Demografia) de una region o

148



-]

o

<]

~

9 Tratamiento didactico alas funciones elementales en la ensefianza de las matematicas

a Katherinne Lisset Reyes Contreras,

9 Esther Jessenia Mera Medina,

= ,

= Mariana de JesUs Cervantes Barrios, 91li7803111l000609
% Juan Marcos _Aguayo tharqo, Recepcion: 02-01-2024
X Blanca Carmita Arias Garcia,

Web of Sciece/Core Collection Silvia Lorena Macias Ledn, Aprobacidn: 02-03-2024

Lissette Stefania Herrera Silva

poblacién en afos, parece estar sobre una curva de caracteristica exponencial que sugiere el
modelo matematico En la medicina, muchos medicamentos son utilizados para el cuerpo

humano, de manera que la cantidad presente sigue una ley exponencial de disminucion.

En Matematica Financiera (Administracién), para el calculo de interés compuesto se emplean las
funciones exponenciales. Las funciones exponenciales tienen gran aplicacién en campos muy

diversos como: Biologia, Administracion, Economia, Quimica, Fisica e Ingenieria.

Las funciones trigonométricas son valores sin unidades que dependen de la magnitud de un
angulo. Se dice que un angulo situado en un plano de coordenadas rectangulares esta en su
posicién normal si su vértice coincide con el origen y su lado inicial coincide con la parte positiva

del eje x; en la Fisica se utilizan en las oscilaciones arménicas.

En Optica, en las dispersiones en prisma, o cuando un rayo de luz atraviesa una placa de cierto
material. En la aviacion, si dos aviones parten de una base aérea a la misma velocidad, formando
un angulo y siguiendo en trayectorias rectas, se puede determinar la distancia que se encuentra
entre los mismos. El capitdn de un barco puede determinar el rumbo equivocado del barco,
siempre en linea recta, ordenando modificar el rumbo en grado para dirigirse directamente al

punto destino correcto.

La funcidn clbica es generalmente utilizada para relacionar volimenes en determinado espacio o
tiempo. Otro ejemplo es el relacionar el crecimiento de un feto en gestacion con el hecho de
relacionar su distancia de los pies a la cabeza, lo que permite determinar las semanas de gestacion
del feto. También el hecho de relacionar los vientos o la energia edlica con respecto a la
intensidad de estos y su tiempo de duracion. Se utiliza mas en el campo de la economia y de la

fisica.
A continuacion, se ofrece una propuesta de ejercicios donde se ponen de manifiesto las

aplicaciones de las funciones en la vida practica, con los cuales elevaras tu cultura general

integral y te permitiran sistematizar las funciones elementales.
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1. El siguiente grafico muestra la variacion de la temperatura de una cdmara refrigerada, medida
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desde las 8:00 am hasta las 6:00 pm.
T (°C)

a) ¢Qué temperatura habia alcanzado la cdmara a las 11:00

am? 9,

b) ¢Durante qué tiempo la temperatura se mantuvo constante? 35 - - - L -
c) ¢Qué temperatura habia alcanzado la cdmara a las 10:30 ' I l. | | >
am.? 012 345678910t(h)

d) Si a partir de las 6:00 p.m. la temperatura continGa

descendiendo, como lo venia haciendo, determina a qué hora alcanza 0°C.

. . h(m)
2. Como parte de la camparia contra el mosquito Aedes Aegypti,

h
en la capital del pais se procedié a extraer el agua estancada en una 3,5 \,.
S
1
1
|
5

piscina que no estaba funcionando, esto se muestra en el siguiente

grafico.

a) ¢Qué altura alcanzaba el agua antes de comenzar la extraccion?
b) ¢A qué altura estaba el agua a las 3 horas de iniciado el proceso?
c) ¢En qué tiempo logro vaciarse completamente la piscina?

3. Dos personas se hospedan en un mismo hotel. Las habitaciones del tipo | cuestan $13.00 cada
noche y $3.00 por la llave y las habitaciones del tipo Il se cobran a $13.50 cada noche. Ay B se

alquilan en habitaciones del tipo I y Il respectivamente.

a) Analiza si las situaciones dadas representan funciones.
b) Escriba sus ecuaciones.
c) ¢Al cabo de cuantas noches pagan lo mismo?

¢ Cual me recomendarias para ahorrar mas? ¢Por qué?
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4. Una pelota es lanzada hacia arriba. La dependencia entre la altura h (en metros) que alcanza la
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pelota en relacion al tiempo t (en segundos) es: hp=24t — 4,92, sin tener en cuenta el viento.

a) ¢Cudl es la mayor altura que alcanza la pelota?

b) ¢En qué intervalo de tiempo asciende la pelota?

c) Representa graficamente la funcion h(t)=24t — 4,9t? y responde: ¢después de qué tiempo
de lanzada la pelota esta llega a tierra?

5. Un cordel esta atado a la misma altura en dos pilares, como se muestra en la

figura.

f (s) = s> — 4s + 6 describe la altura de cada punto del cordel en funcion de la

distancia (en metros) entre los pilares.

a) ¢Cudl es la distancia minima del cordel al suelo?
b) ¢A qué altura esté atado el cordel?
c) Halla la distancia entre los pilares.

d) Halla los valores de s para los cuales la altura del cordel es inferior a los 3 m.

6. Un nadador se lanza a una piscina recorriendo bajo el agua una trayectoria parabdlica de la
forma y=x?+bx+c. Si del punto en que entra al agua y al que sale hay 3,0 m; ¢a qué profundidad
bajé el nadador?

7. La ganancia total de produccion en miles de pesos de una empresa esta dada por la ecuacion

9ix) = 480x — x> donde x representa el total de unidades producidas mensualmente. ¢Cuéntas

unidades mensuales deben producir para que la ganancia total sea maxima?
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8. Estudiando la composicion del aire entre las hojas de un prado de hierba alta, se ha observado
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que la concentracion de dioxido de carbono (CO2) varia segun las distintas horas del dia como
resultado de la fotosintesis que realizan las plantas. Se han tomado datos durante varios dias y se

ha concluido que la concentracion viene dada por la formula C = 2t> — 48t + 550 .

a) ¢Esta situacion representard una funcion? Justifique.
b) ¢Cual sera la menor concentracion de CO2 que se registro en el estudio realizado?

c) Representa la situacion dada en un gréafico.

9. La capacidad de una piscina en forma de cubo, esta dada por la ecuacionc,) = 7a®, donde a

es la longitud en metros de una de sus aristas. Se quiere ampliar la piscina, solo en
profundidad, en 1,2m. Determine la nueva ecuacién que define la capacidad de la piscina. Si
la profundidad de la piscina después de la ampliacién es de 3,4m, ;cudl era la capacidad de la

piscina, en litros, antes de la ampliacion?

10. La siguiente ecuacion PH =—logc(H ") define una funcién logaritmica, la cual representa el
PH de una sustanciay c(H ") es la concentracion de iones hidrégeno.

a) Determine el PH de una sustancia que tiene 0,001mol/L . Clasifiquela en &cida o basica.

b) ¢Es esta funcion monétona creciente? Justifique.
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