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En el presente libro se resalta la importancia de las ecuaciones diferenciales para
el estudio de fenomenos naturales. De forma general, se abordan contenidos
relacionados con los teoremas y lemas preliminares, espacio de funciones,
derivada e integral fraccionaria de Riemann-Liouville, derivada fraccionaria de
Caputo, espacio de derivadas fraccionarias, espacio Sobolev FraccionarioE,"}
propiedades del espacio fraccionarior ", operador p-laplaciano fraccionario,
problema estacionario fraccionario, problema no lineal con p-laplaciano
fraccionario, formulacion variacional, funcional de energia, variedad de Nehari
y funcion de fibrado, comportamiento de la funcion mu, analisis de la funcion de
fibrado, propiedades de la variedad de Nehari, y la existencia de solucion débil
del problema  estacionario, problema  parabdlico  fraccionario.
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El calculo fraccionario encuentra su aplicacién en diferentes areas, por ejemplo, se puede citar apli-
caciones en viscoelasticidad, electrénica, reacciones quimicas, mecanica cudntica, semiconductores,
propagacién de ondas electromagnéticas y materiales, fendmenos de transporte por conveccion-
difusion, vertidos de contaminantes en rios, almacenamiento geoldgico profundo de residuos nu-
cleares, problemas en biologia marina, intrusiéon de sal marina en un estuario, la prediccion del
movimiento de pesticidas y fertilizantes a través del suelo [51, 29, 16, 62, 30, 31, 26, 5, 39, 20, 36,

50,1, 33, 24].

Los trabajos citados en el parrafo anterior resaltan la importancia de las ecuaciones diferenciales
para el estudio de fendmenos naturales; sin embargo, es necesario recordar que existen ecuaciones
diferenciales que son dificiles de resolver en el sentido clasico. Esto se debe sencillamente a que los
fenémenos del mundo real no admiten soluciones suficientemente suaves, de manera que, surge otra
aternativa de soluciéon como es el calculo de variaciones con nuevas técnicas, como por ejemplo:
método del punto fijo, el teorema de paso de la montafia, variedad de Nehari, entre otras, las que
no buscan obtener una solucion explicita, sino estudiar el comportamiento cualitativo:
existencia, unicidad, estabilidad y regularidad de la solucién. Estos métodos plantean una
formulacién débil del modelo (ecuacion diferencial parcial) como unica manera de resolver tales
ecuaciones diferenciales. Recientemente, hay un gran interés en estudiar ecuaciones diferenciales
con derivadas fraccionarias. Estas surgen en la teoria del calculo de variaciones fraccionario y
conducen a muchos problemas interesantes que, sin embargo, son dificiles de resolver

explicitamente.
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Introduccién

Ademds de sus posibles aplicaciones, la teorfa de las ecuaciones diferenciales fraccionarias es un
campo nuevo e interesante en la teoria del calculo fraccionario. Las herramientas principales
para el estudio de este tipo de ecuaciones diferenciales fraccionarias son la teorfa de puntos
criticos y los métodos variacionales. Laidea central detrds de estos métodos es tratar de encontrar
soluciones a un problema diferencial dado, buscando puntos criticos de un funcional de energia
adecuado, elcual es definido en un espacio de funciones apropiado. Se debe notar que no es
facil utilizar la teoria de puntos criticos para estudiar problemas fraccionarios, ya que, a
menudo, es muy dificil construir un espacio de funciones adecuado.

Existen algunos articulos que han permitido estudiar los diferentes métodos en esta drea de investiga-
cién como es el trabajo de Pu y Cao (2017) quienes probaron existencia y multiplicidadde soluciones
para una ecuacion diferencial fraccionaria con condiciones de frontera, utilizando la funcién de
fibrado y la variedad Nehari. Asimismo, el trabajo de Goyal y Sreenadh (2015)demostrd
existencia y multiplicidad de soluciones no negativas por minimizacién en el subconjuntoadecuado
de la variedad Nehari utilizando la funcién de fibrado. De la misma forma, el trabajo de Meilan et
al. (2014) demostré la existencia de una solucién débil para un problema p-Laplace y obtuvo
resultados de existencia de soluciones débiles por medio de la variedad de Nehari, teoremade
punto fijo y teorema Arzela-Ascoli. Por su parte, Brown et al. (2013) estudiaron una ecuacién
diferencial con condiciones de Dirichlety y demostraron cOmo surgen los resultados de existencia
ymultiplicidad de soluciones, segin la naturaleza de la variedad Nehari. Tsun-Wu (2008) estudiaron
el nimero de soluciones para un sistema eliptico semilineal con funcién, peso que cambia de signo
ycon el método variedad Nehari demuestra que el sistema tiene al menos dos soluciones no
trivialesno negativas. Bronw (2004) demostré la existencia de solucién déil para un problema
elipticocon el método de la variedad de Nehari y con la teoria la bifurcacién se analiza la no
existencia de soluciones. Dribek et al. (1997) estudiaron la teoria de los problemas nolineales
con valorde frontera para operadores elipticos y demostraron la existencia de solucionesdébiles
en espacios Sobolev con peso. Asimismo, Torres demostrd la existencia de soluciones no
triviales para un problema de Dirichlet con derivadas fraccionarias mixtas utilizando
métodos variacionales y el teorema del paso de la montafia. Del mismo modo, Chen et al.
utilizando la teoria de punto critico, demuestra la existencia de soluciones débiles para un
problema de frontera con derivada fraccionaria y p-Laplaciano. Por su parte, Meilan et al.

demuestran la existencia de soluciéon débil para un problema no lineal con derivada

fraccionaria utlizando el método de lavariedad de Nehari. Este dltimo articulo mencionado es
un antecedente importante para elobjetivo del presente trabajo, y sedescribe a continuacion:

DPu(x,t) = div(a(x)|Vu(x,t) [P >Vu(x, 1)) + A|u(x, )P~ 2u(x,t) + b(x)|u(x,1)|* u(x, 1), en Qr
u(x,t)=0, endQr,
u(x,0)=¢(x), enQ,
u (x,0) = y(x), enQ,

(1.1)

donde Q C RY es un dominio acotado con frontera suave, Qr = Q x [0, 7], DP denota derivada
fraccionaria de Caputo [41], de orden 0 < f < 1,ademds 1 <o < p—12<p < p*(p* = ;5 )),
b : Q — R una funcién continua que puede cambiar de signo, A es un nimero real positivo,las
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funciones medibles que pertenecen al espacio de Sobolev u, a € WO1 ?(a(x),Q), y finalmente

¢(x), w(x) € Hy.

El caso estacionario del problema (1.1) es un importante modelo matemaético, utilizado ampliamente
en muchos campos. Para leer sobre la teoria especifica implicita del modelo se puede ver los
trabajos de Drabek et al., Fournier, Wu y Brown. Parael caso de evolucion, ver los trabajos de
Meilan y Pierantozzi.

Los trabajos de Torres, Chen y Meilan tienen una caracteristica en comin cuando plantean problemas
que relacionan derivadas de orden entero con derivadas de orden fraccionario. Por ejemplo, Meilan
demostré la existencia de solucién débil para el caso estacionario considerando derivadade orden
entero, y luego, demuestran existencia de solucién débil para el problema no lineal (1.1)
conderivadafraccionaria.

Motivados por los articulos mencionados, en este trabajo, abordamos un problema paraby(LFo no
lineal con derivadas fraccionarias, y a diferencia del trabajo de Meilan et al., que demostr6 la
existencia de solucién débil considerando derivada entera para la variable espacial y en un espacio
N — dimensional, aqui se prueba existencia de solucion débil considerando derivada fraccionaria
para la variable espacial y temporal (se resalta la extension del caso entero al caso fraccionario) en
un espacio unidimensional. El problema parabdlico no lineal es denotado por A y es formulado bajo
las siguientes condiciones:

(C)Dfu(x,t) = — D%(] oD%u(x,1)[P~% oD%u(x,1)) 4+ A|u(x, )| 2u(x,1)
+b(x)|u(x,0) [T u(x,1), (x,1) € Qr
P u(0,t) =u(A,r) =0, 1 €[0,T]
u(x,0) =¢(x), en[0.A],
w(0) = y(), en[0,A]

Donde:
Q Qr =[0,A] x[0,T],
© °DP y DY derivadas fraccionarias de Caputo de orden 1 < f <2y % < o < 1, para la variable
temporal y espacial, respectivamente.
Q@ I<g<p-—1l,con 2<p<on,
O 5:[0,A] — R es una funcién continua, b € L*([0,A])
Q 9(x), w(x) € L7[0,Al.
QO A es real positivo.
@ u € E;°"[0, A](espacio fraccionario, el cual serd definido posteriormente).

Ademais, el problema estacionario asociado al problema £ es:

p{ SR PEP D) = AP ) ), 50N
0

u(0) = u(A) =

Donde:%<a<1,y l<g<p—1,con, 2<p<oo,ybecL”0,A]

Para lograr el objetivo de demostrar exstencia de solucién débil para el problema Pj, se demostrard
primero existencia de solucién débil para el problema Py Para ello se usa el método de la variedad de
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Introduccién

Nehari, esto es porque ninguna minimizacion del funcional de energia asociado al problema P es
posible en todo el espacio fraccionario Eg [0, A], por tanto es necesario restringirlo a la variedad de
Nehari, dado que es un conjunto al cual pertenecen lo puntos criticos que son soluciones débiles
del problema Fy, esto hace posible resolver el problema toda vez que un punto critico del funcional
de energia en ese conjunto serd un punto critico en todo el espacio fraccionario. Luego usando
el teorema de punto fijo de Banach se demuestra existencia y unicidad de solucién débil para el
problema parabdlico no lineal P;.

El trabajo esta estructurado en cuatro capitulos. En el capitulo 1, se establece los conceptos bdsicos
para el espacio de funciones, propiedades de integral y derivada fraccionaria, definicién del espacio
fraccionario, conceptos que son usados en los sucesivos capitulos. En el capitulo 2, se estudia el
problema estacionario asociado al problema Pj, se define la variedad de Nehari y su relacién con la
funcién de fibrado para demostrar existencia de solucién débil para el problema P (. Asimismo, en el
capitulo 3, se presenta el resultado principal de la tesis donde conjuntamente con los resultados de
existencia de solucién débil del problema Py y el teorema de punto fijo de Banach se logra demostrar
existencia de solucion débil para el problema parabdlico no lineal con derivadas fraccionarias P;.
Finalmente, en el capitulo 4, se presenta las conclusiones.
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Teoremas y lemas preliminares
Espacio de Funciones

Derivada. e integral fraccionaria de

Riemann-Liouville

Derivada fraccionaria de Caputo

Espacio de derivadas fraccionarias

Espacio Sobolev Fraccionario ;"
Propiedades del Espacio Fraccionario
EgP

Operador p-Laplaciano Fraccionario

2 — Preliminares

En este capitulo, se establece las definiciones de los operadores fraccionarios, teoremas y resultados
basicos del célculo fraccionario que usamos a lo largo de las diferentes secciones.

2.1 Teoremas y lemas preliminares

Frecuentemente, es necesario calcular limite de una sucesion infinita de nlimeros reales, mas
nosiempre existe el limite de cualquier sucesiéon de nimeros reales [4].

Por tanto, es util trabajar con el mayor y menor limite de todas las subsucesiones.

Sea {xn} una subsucesién infinita de niimero reales, si +co y —co son considerados también como
limites entonces se puede afirmar que x, posee al menos una subsucesién convergente. Asi, si S es el
conjunto de todos los limites de las subsucesiones de la sucesién {x, }, entonces S es un subconjunto
no vacio de la recta real extendida R. Luego, se sigue que S posee un supremo y un infimo [4].

Ejemplo 2.1
Si se considera la suceson infinita de nimero reales

1 15
57 167

W[
W =

7 4
" 8’5

E

33
) 4747

| =
| —
| =

Como se puede observar, la sucesién {x,} no tiene limite, mas la subsucesion xj,x4,x7,... converge
a 1, la subsucesion x;, xs,xg, ... converge a 0 y la subsucesion x3,xg, x9, ... converge a —1. Luego, si
§={-1,0,1}, entonces 1 y —1 son el supremo e infimo de S respectivamente.

A los nimeros 1y —1 se les denomina el limite superior e inferior de la sucesién {x, } respectiva-
mente.
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Definicion 2.1

Preliminares

[4] Sea F = { f, }nen una familia de funciones de valor real definida sobre E C R. Se dice que
F es uniformemente acotada en E, cuando existe un M > 0 tal que, para todo x € E y todo
n € N se tiene |f,(x)| <M.

Ejemplo 2.2
|

La sucesion de funciones definida por f,(x) = sinnx, es una sucesién de funciones uniforme-
mente acotada.
En efecto, dado x € Ry Vn € N, se tiene que |f,(x)| = [sinnx| <1 < 1+€=M.

Definicion 2.2

[4] Sean < un conjunto arbitrario y F = { f; }xcr una familia de funciones de valor real
definida sobre E C R. Se dice que F es equicontinua en E, si para todo € > 0, existe § > 0 tal
que para todo x;,x, € E que cumplen |x; — x| < &, se tiene | fi(x1) — fx(x2)| < € para todo k.

Ejemplo 2.3
D |

La familia de funciones { fi }ic[3,5) definidas en [0, 1] mediante fi(x) = kx, es una familia de
funciones equicontinua.

tomar 8 = %

En efecto, dado € > 0,38 > 0/Vxy,x; € [0,1], si |x; —x2| < 8, entonces |f(x1) — f(x2)| =
|oex) — oxp| = |a||x) —x2| < 58 = €. Por tanto, para garantizar la existencia de  es suficiente

Definicion 2.3

[4] Sean { f, },en una sucesion de funciones de valor real definida sobre E C R. Se dice que
{fu}nen converge uniformemente en E a una funcién f : E — R, cuando para todo € > 0,

existe ng = ng(€) tal que si n > ny, | f(x) — f,(x)| < € para cualquier x € E.

Ejemplo 2.4

La sucesién de funciones {f, },ey definida por f,(x) = S2ax,
£ =o.

converge uniformemente a
En efecto, dado € >0, Ing / n>ng = |f(x) — fu(x)]

para garantizar la existencia de ng es suficiente tomar ny =

_ sinnx 1 1

=10 p \§n<n0.Portanto
1

o
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2.1 Teoremas y lemas preliminares

Definicion 2.4 (Limite superior e inferior)
[4] Se define el limite superior de sucesion {x,} como el supremo de S (sup S) y se denota
por

limsupx, o simplemente limsupx,.
n—yoeo

Andlogamente, se define el limite inferior de {x,} como el infimo de S(infS) y se denota por

liminfx, o simplemente liminfx,.
n—yoo

Teorema 2.1

[4] Sea {x, } una sucesién de nimeros reales. Entonces se cumple que

lim x, = x <= limsupx, = liminfx, = x.
n—soo v n—oo

Demostracion. Ver el libro de Ash Robert[4]

Teorema 2.2 (Teorema del valor medio)
[4] Sea f : [a,b] € R — R continua. Si f es derivable en (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que

1oy f(b)—fla)
f(C)—ﬁ

Demostracion. Ver el libro de Ash Robert B. [4].

Teorema 2.3 (Teorema fundamental del cdlculo)
[4] Sea f: I € R — R continua en el intervalo /. Las siguientes afirmaciones sobre la funcién
F : 1 C R — R son equivalentes:
@ F es una integral indefinida de f, esto es, existe a € [ tal que

F(x)=F(a) +/:f(t)dt, Vxel.

© F esuna primitiva de f, esto es, F/(x) = f(x), Vx €l

Demostracion. Ver el libro de Ash Robert B. [4].
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Preliminares

Definicion 2.5
[34] Sea O un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert H y F' : O — R una funcién
diferenciable. Dado ¢ € R denotamos por

Flc)={ucO:F(u)=c}. (2.1)

Luego, sea p € R es un valor regular de F si AF(u) # 0 para todo u € F~'(p). Ademds p € R
es un valor critico de F si no es un valor regular de F.

Definicion 2.6
[34] Se dice que un subconjunto no vacio M de H es una subvariedad de clase C* de H si M

es cerrado en H y existen un subconjunto abierto O de H una funcién F : O — R de clase C*
y un valor regular p de F tales que

M=F Y (p). (2.2)

Proposicion 2.1
[59] Sea ¢ : A — R donde A es un subconjunto abierto de un espacio vectorial normado X. Si
¢ posee una derivada de Gateaux continua en A, entonces ¢ € C!(A;R).

Demostracion. Ver el libro de Willem[59] (1997, cap.1) [ |

Corolario 2.1 [48] Sea Q C R" un conjunto abierto y acotado y 1 < p < g < . Entonces
L1(Q) CLP(Q). (2.3)

Ademads, para todo f € L9, existe una constante C tal que

I £llze < ClIf e, (24)
donde C = [u(Q)]% sig<ooyC= [/,L(Q)]% si g =oo.
Demostracion. Ver el libro de Halsey Ryden [48](2010, cap. 7, pag. 142) ]

Teorema 2.4 (Desigualdad de Holder)
Sea feLP(Q)ygeLl(Q),conl < p,g<ooy %4—% = 1. Entonces fg € L'(Q) y

[ 1£glax < Ifll@ylighisiay @3
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2.1 Teoremas y lemas preliminares

Demostracion. Ver el libro de Brezis [6](2010, teorema 4.6, pagina 92).

Teorema 2.5 (Teorema de la Convergencia Dominada)

Sea (f,,) una sucesién de funciones en L!(Q), satisfaciendo:

(@) fu(x) = f(x) c.tpen Q;
(b) Existe g € L (Q) tal que |f,| < gc.tpVneN.

Entonces f € L'(Q) es
/ fndx — / fdx
Q Q

Demostracion. Ver el libro de Brezis [6] (2010, teorema 4.2, pagina 90).

Teorema 2.6
Sea (u,) una sucesion en L”(Q) y u € LP(Q) tal que u, — u. Entonces existe una subsucesion
(up,) tal que:
(i) (up,) wuctpenQ;
(ii) |up,| < h(x), para todo k natural y c.t.p y con h € LP(Q).

Demostracion. Ver el libro de Brezis [6] (2010, prop. 3.13, pagina 63).

Teorema 2.7 (Teorema de Arzela-Ascoli)
[15] Suponga que { fi}7, es una sucesion de funciones de valor real definidas en R”, tal que
|fi(x)| <M (k=1,...,.x € R") para alguna constante M y que las funciones {fi};_, son
uniformemente equicontinuas, es decir que para € > 0 existe un 0 > 0 tal que |fi(x) — fr(¥)| <
€, para x,y €R", k=1,... Entonces existe una subsucesién {fi;}7_; C {fi};_, y una
funcién continua f, tal que f, — f uniformemente en subconjuntos compactos de R".

Teorema 2.8 (Convergencia)
[6] Sea E un espacio vectorial normado y {x, },cny C E una sucesion. Entonces se cumple las

siguientes propiedades:
@) {x,} = x< f(x,) = f(x), para todo f € E*.
(i1) Si x, — x entonces x,, — x.
(iii) Six, — x, entonces x, es acotada y ademds

o] < timinf x| 2.6)
n—oo

Demostracion. [6] Brezis (2010, Prop 3.15, pagina 63).
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Definicion 2.7 (Contraccion)
[27] Sea X un espacio métrico completo, y sea R C X un subconjunto cerrado, entonces la
funcién A : R — R es una contraccion si existe k < 1 para cualquiera dos puntos x,y € R si
verifica la desigualdad: d(Ax,Ay) < kd(x,y).

Teorema 2.9 (Teorema de Bolzano)

Seja f : [a;b] — R una funcién continua y suponga que f(a) y f(b) tienen signos contrarios
entonces existird por 1o menos & € [a;b] tal que f(a) = 0.

Demostracion. Ver Morais ([35], 2013), pagina 42. [ |

Teorema 2.10 (Teorema de Valor Intermedio)

Sea f : [a;b] — R una funcién continua. Si d es un nimero real comprendido entre f(a) y
f(b) entonces existird por lo menos un o € [a;b] tal que f(a) =d.

Demostracion. Ver Morais ([35], 2013) pagina 43. |

Teorema 2.11 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange)

Sean X un espacio de Banach, J, F :— R funcionales de clase C' (R,R) yM = {x € X : F (u) =
0} = F~1({0}) con F’(u) = 0, para todo u € M. Si J es acotado inferiormente sobre M y
existe uy € M tal que

J(uo) = fuf J(u), @.7)

entonces existe 0 € R verificando

J (ug) = 8F' (up). (2.8)

Demostracion. Ver el libro de Kavian Otered ([25], 1993, prop 14.3, pagina 55). |

Lema 2.1 [3] Sea (X, ||-||) un espacio normado y / : X — R un funcional verificando que:

(i) aal ((”)) : X — R existe para todo u € X.
(i1) aal ((")) € X' paratodou € X.

. I (uy,) I (u)
(iii) Si u, — u, entonces 30 " 90 en X'.

Entonces I € C'(X,R) con I (u)v = %; Vu,v e X.
Ver texto de Claudianor Alves y Romildo de Lima [3], pagina 42.
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2.1.1

2.1 Teoremas y lemas preliminares

Teorema 2.12 (Teorema del punto fijo de Banach)

[6] Sea X un espacio de Banach y sea 7 : X — X una contraccion, esto es, existe k € (0, 1) tal
que
T (u) —T(v)|| <k|lu—v| Vu, veX.

Entonces existe uy € X (Unico) tal que T (ug) = up.

Lema 2.2 [54] Siu € E;°"[0,A] entonces u™ € E;F[0,A].

Demostracion. Ver articulo de Torres y Montalvo [53]. [ |

Definicion 2.8
[45] Una funcién f definida en el intervalo [a, b], es llamada absolutamente continua si, para
todo € > 0, existe § > 0, tal que

Y 1f (b))~ fla)| <&, Vi=TIn

i=1

para toda coleccién finita de intervalos disjuntos dos a dos (a;,b;) en [a,b] con

n
Z|b,~—a,~] <e, Vi=1,n
i=1

Espacio de funciones

Es necesario definir ciertas clases de funciones, para las cuales la integral y derivada fraccionaria
estan bien definidas.

Definicion 2.9
[26] Sea Q un conjunto medible com 1 < p < eo. Denotemos por L” () el espacio de funciones

p—integrables en el sentido de Lebesgue, dado por,
LP(Q)={f:Q—=R: [|f(t)|Pdt < e, asociado con la norma || f||, = ( [q | f(2)|Pdt)”.

Definicién 2.10
[26] Sea L*(Q2) es el espacio de las funciones reales acotadas y medibles, dado por L(Q) =
{f:Q—=R:sup,cq|f(t)|” < oo}, asociado con la norma || f||e = sup,cq | f(#)|?.
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Definicién 2.11
[45] Seann € N, p > 1, [a,b] C R un intervalo finito sobre R, se define y denota los
siguientes espacios:
(@ Espacio de funciones p-integrables en el intervalo [a, b]
L?([a,b],R) ={f : [a,b] — R; f es medible sobre [a,b] y ff |f(2)[Pdr < oo},
@ Espacio de funciones continuas en el intervalo [a, b]
C(la,b],R) ={f :[a,b] — R; f es continua sobre el intervalo [a,b]}
® Espacio de funciones continuas y diferenciables en el intervalo [a, b]
C"([a,b],R) = {f : [a,b] — R; f tiene n-ésima derivada continua},
@ Espacio de funciones absolutamente continuas en el intervalo [a, b]
AC([a,b],R) = {f : [a,b] — R; f es absolutamente continua,
(f(x) = f(a) + [7 f'(t)dt, f' € L'[a,b])}.
Una forma de caracterizar estas funciones es de la siguiente manera: una funcién es
absolutamente continua en [a, b], si y solamente si, existe una funcién ¢ € L'[a, b], tal
que

flx)= c—l—/:(p(t)dt,Vx € [a,b].

Por tanto , una funcién absolutamente continua f es aquella cuya derivada
f(x) = @(x) es integrable en casi todo [a, b]. Esto es

o) =f'(t)yc=f(a).

(® Espacio de funciones que tienen n — 1 derivadas continuas en [a, b] tales que
=Y € AC[a, b]
AC"([a,b],R) = {f : [a,b] = R; f', f"...f*=V) € Cla,b] y f"~1) € ACla,b]}.
En particular, AC'[a,b] = ACla, b].

2.2 Derivada e Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

Existen varias formas (no necesariamente equivalentes) de definir la derivada fraccionaria de una
funcién, una definicion alternativa debido a Riemann-Liouville, Griinwald Letnikov, Hadamard,
Erdélyi, Caputo y otros autores se pueden encontrar en la literatura de Kilbas ([26]) y Kenneth ([33]).
En el presente trabajo se utiliza la definicion de derivada fraccionaria Riemann-Liouville y de Caputo.

Definicion 2.12

([61]) Sean u : [a,b] C R — R una funcién real y o € R™. La integral fraccionaria de Riemann-
Liouville por izquierda de orden « de la funcion u, es denotada por ,I* y definida por

1

U0 = o5 / (= )% u(s)ds. 2.9
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2.2 Derivada e Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

La integral fraccionaria de Riemann-Liouville por derecha se define en forma andloga.

o 1 b a—1
dpu(t) = ] / (s—1)* "u(s)ds (por derecha) (2.10)
t

[(a)

Definicion 2.13
([61]) Sean u : [a,b] C R — R una funcién real, ¢ € R* y [o] = n el menor entero mayor
que a. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por izquierda de orden & de la funcién
u, es denotada por ,D y definida por

1 d"

aDfu(t) = ———<——
rult) I'(n—a)dt"

/ t (t —5)""* u(s)ds Q.11)

donde 1"~ € C"[a,b).
La expresion (2.11), también puede ser escrita de la siguiente forma

o _ d" (n—a)
oD u(t) = — [o; u(s)].
drm
La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por derecha se define como sigue
n dn

Dju(t) = (-1) i

Observacion: Cuando o = 1, se puede obtener de las definiciones 2.12 y 2.13 que
oDju(t) =u'(t), Dyu(t)=—u(z), (2.12)

donde u’ es la derivada usual de primer orden de la funcion u.

Teorema 2.13 (Propiedades de la Integral y Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville)
[58] Sea o € (0; 1) entonces:
Q Los operadores [, I : LP[a,b] — LP[a,b] son lineales y continuos para todo p €
[1,e0].
© Secau € L'[a, b] entonces para todo a, § > 0, se tiene que
Il u(®)) = ol P ) y
2P u(@)) = A5 Pu(e), crp t€abl
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© Primer teorema fundamental del cdlculo: Sea u € L'[a, b] entonces

DP(Ifu(t)) =u(r), ct.p. t€]a,bl.

© Segundo teorema fundamental del cdlculo: paran — 1 < & < n, si las derivadas fraccio-
narias de Riemann-Liouville .Du(t) y ;Djfu(t), de la funcion u son integrables sobre
[a,b], entonces

o 01 _ - - (t_a)a_k
oA @DFu(e)) = u(t) = Rkt h=ap gy
O (s
DR () = ule) = YU w5y

parat € [a,b]
© Integracion por partes para integrales fraccionarias.

b b
/ WI%u(0)]v(1)dr = / u(t) ISv(0)di, o> 0,
a a
siempre que u € L”[a,b], v € L [a,b] y
, 11 ) , 11
p>1,p 21y7+7<1+a0p7§1,p #1y—+7:1+a.
p p p D

b b
/ WD%u(r)|v(r)dt = / u(t) Dv(1)dr, 0<a<l,

siempre que las condiciones

u(a) =u(b) =0, u' €L[a,b], veL'lab]é
u(a) =u(b)=0, V €L”[a,b], ueL'a,b],
se cumplan.

Q Seal< ;7 <o < 1yu(x) € Ll[a,b], entonces oI*u(t) es Holder continua sobre [0, T]
con exponente o/ — % y lfrél+ ol*u(r) = 0. Consecuentemente, o/*u(t) puede ser exten-
t—

dido continuamente por 0 en x = 0.

Demostracion. Para la demostracién puede ver el trabajo de Torres y Nyamoradi [58]. |
2.3 Derivada Fraccionaria de Caputo

La definicién de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville tuvo un papel muy importante en
el desarrollo de la teoria del cdlculo fraccionario y de sus aplicaciones puramente matematicas
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2.3 Derivada Fraccionaria de Caputo

(solucién de ecuaciones diferenciales, definicién de nuevas clases de funciones, suma de series, etc.).
Sin embargo, para los problemas que surgieron en aplicaciones modernas y en los que se disponia de
condiciones iniciales fisicas concretas expresadas en términos de derivadas clésicas, es adecuado
usar otra definicién de derivada fraccionaria, también introducida por Liouville, pero utilizada
por primera vez, en este mismo contexto, por Caputo, en 1967, cuando publicé su trabajo
Linear Models of Dissipations Whose Q is Almost Frequensy Independet II. Esta definicion de

derivada fraccionariaes la que se conoce como derivada fraccionaria de Caputo ([19, 40]).

Definicion 2.14
([61]) Sea @ € R" y [a] = n el menor entero mayor que . La derivada fraccionaria de
Caputo por izquierda y derecha de la funcién u : [a,b] C R — R, se define mediante la deri-
vada fraccionaria de Riemann-Liouville y se denotan por  D%u(t) y € D¥u(t), respectivamente,

SDf*u(t) = JDff (por izquierda)

CD%u(t) = ,DY u()ff“k(b) (bt)k] (por derecha)
t b tEp &kl p )

paraa <t <b.

@ En particular, cuando 0 < o < 1 de la definicion 2.14, se tiene que

aDlu(t) = oDf (u(t) — u(a))

! (2.13)
FDfu(t) = (Df (u(t) —u(a))

Teorema 2.14
([55DSeaneNyn—1<a<n.Siu:[a,b] CR — R es una funcion para la cual las derivadas
fraccionarias de Caputo $D%u, “D%u y la derivada fraccionaria de Riemann-Lioville ,D%u,
,D,‘j‘u de orden o € R existen, entonces ellas se relacionan entre si, mediante la siguiente

relacion:
n—1 (k)(a)
D%u(t) = D%u(t) — ) gk , t€la,b
ult) = WD)~ B =y - @,
n—1 (k)(b)
Cpu(t) = D%u(t)— Y — 2 _(p_ ) clab

En particular, cuando 0 < & < 1, se tiene las siguientes ecuaciones
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’ ul(;)a) 2.14)
“D%u(t) = DFu(t) — - a) (b—t)"% | t€la,b]

Proposicion 2.2
([63]) Sea @ € R" y [o] = n, el menor entero mayor que o, ie (n—1 < a <n).Siue€
AC"([a,b],R), entonces la derivada fraccionaria de Caputo $D%u(t) y ED%u(t) existe c.t.p.
sobre [a, b].
(i) Sia ¢ No, SD*u(t) y ED%u(t) son representadas por

Dfu(t) = s [ =9 s y

1) b
anl)a)/t (s— 1)U (s5)ds

2.15)
rDju(t) =

respectivamente, donde n = [¢t] + 1. En particular cuando 0 < o < 1 y u € AC([a,b],R),

1 b _
D) = gy . = (s y
(2.16)
Cro -1 b -/
CDu(r) = m_a)/t (s—1)~%/ (s)ds
(i) Si & = n € Ny, entonces $D¥u(t) y ED%u(t) son representadas por
SDMu(t) =u™ (1) y FDju() = (=1)"u" (@) (2.17)
En particular,
cDfu(r) = [ Dpu(r) = u(r)
Proposicion 2.3
([63]) Sea o« > 0y u € L*([a,b],R) 6 u € C([a,b],R). Entonces
D (alfu(t)) = u(t)y FDF(ddyu()) = u(t). (2.18)

16



2.4 Espacio de derivadas fraccionarias

Proposicion 2.4

([63]) Sea o > 0y sean € N tal que, [ o] = n el menor entero mayor que @ ie (n—1 < ot <n).
Siu € AC"([a,b],R) o u € C"([a,b],R), entonces

A (EDFu(r)) =u(r) =Y
(2.19)

AHEDSu(r) = u(t)— Y (b—1) , t€ab]

En particular, cuando 0 < @ < 1y u € AC"([a,b],R) o u € C"([a,b],R), entonces se tiene las
siguientes ecuaciones

o (GDFu(r)) = u(t) — u(a)

2.20
JE(CDEu(t)) = u(t) — u(b) 220

2.4 Espacio de derivadas fraccionarias

Para establecer una estructura variacional para el problema P; es necesario construir espacios
funcionales apropiados. Para ello, se consideran los resultados de Torres y Zhou [61, 55].

lema 2.3 Sea0 <o <1,1< p < oo. Para cualquier u € L”[0,T], se tiene

o

Il oIg ullzrjo,) < I ullzefo, paratodo & €[0,1], 1 € [0,T] (2.21)

o+1)

@ Para la demostracion puede ver el trabajo de Torres [55].

Definicién 2.15
([54]) Seau € L' (a,b) y & € {0,1). Si existe v € L}, (a,b) tal que

[ w0 D= [vwewd, voecioALR),
0 0

entonces v se llama derivada débil fraccionaria por izquierda de u, y es denotada por ,D%u = v.
En forma similar, si existe w € L} .(a,b) tal que

[ w0y o= [ wiewa, voe G0N R,
0 0
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entonces w se llama derivada débil fraccionaria por derecha de u y 1a denotamos por ,Dg‘u =w.

Observacion: Cuando o = 1, se puede escribir de la ecuacién (2.12) lo siguiente:
oDJu(t) =1u(t), Diu(t) = —u(r), (2.22)

donde # es la derivada débil usual de primer orden de la funcién u.

Definicion 2.16
(21D Para0 < @ < 1, 1 < p < oo, el espacio [ E*” es definido por:

LE%P = {u € LP([0,A],R)| oD% € L”([0,A],R)}

con la norma

=

lell ger = (lullZy + 1| oDZullZ)?,
1

donde ||ul|» = (fé\]u(s)|pds>; es la norma de L” (][0, A],R).

Definicion 2.17
(21D Para0 < a < 1, 1 < p < oo, el espacio gE*? es definido por:

RE®P = {u € LP([0,A],R)| D% € L?([0,A],R)}

con la norma 1
Jull xzer = (lullZ, + 1 :DRull7,)?

Proposicion 2.5

([21]) Cuando o = 1, se sigue de la ecuacion (2.22) que los espacios (E*Py rE*P son
reducidos al espacio de Sobolev W!7([0,A],R)

Lema 2.4 Sea, 0 < o < 1, los espacios fraccionarios (LE%?, ||ul| ,ger) y (RE*?, ||u|| cgor),
son espacios de Banach para 1 < p < co. Ademds, son espacios reflexivos para 1 < p < ooy
espacios separables para 1 < p < oo,

® Para la demostracion puede ver el trabajo de Idczak [21] y Zhou [61].
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2.5 Espacio Sobolev Fraccionario E,

2.5 Espacio Sobolev Fraccionario E(‘)’"”

Definicion 2.18

(21D Para0 < ¢ <1, 1 < p < oo, el espacio de Sobolev fraccionario denotado por E(‘)x 7 es
definido por la clausura de C7'([0,A],R) con respecto a la norma de E*”[a,b].

EgVla,b) = CgI0,A]

Del Lema 2.4

Teorema 2.15

El espacio E(‘)x "Pla,b] es un espacio de Banach separable y es reflexivo para 1 < p < .

@ Para la demostracion se puede ver el libro de Zhou [61].

Ademads, cuando o = 1, el espacio E(()X 7 se reduce al espacio de Sobolev WO1 7([0,A],R) esto por la
proposicion 2.5.

Corolario 2.2 (Desigualdad fraccionaria de Poincaré-Friedrichs) Sea u € E(‘)x P se tiene que

o

luller < gyl o eller (2.23)

oa+1)

@ Para la demostracién puede ver el trabajo de Jin ([23])

0 o o o
De acuerdo al corolario 2.2, se sabe que la norma ||.|| ESP del espacio E,, ” es equivalente a la

norma || oD%.|z». Por tanto se puede considerar al espacio E; " con la norma || ¢D&.||».

Teorema 2.16

Sea a > % y u € Ey*”, entonces existe una funcién & € C([0,A],R) tal que

u=ii, ct.p.en (0,A).

@ Para la demostracion puede ver el trabajo de Jin ([23])
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Parau € E(‘)x P se tiene del teorema 2.16 que
u€ ol*(LP([0,A],R)) = {ulu = oI*v, v € LP([0,A],R)}. (2.24)

Mas precisamente, ii € ol*(L?([0,A],R)) y i es uniformemente continua en [0, A]. Por tanto,
no se distingue u y 4, es decir, E;”” C C([0,A],R) y oD%u= (D%u

Teorema 2.17

Sea o > %, entonces la inclusién de Ey” en C([0,A],R) es compacta.

@ Para la demostracién puede ver el trabajo de Jin ([23]).

Teorema 2.18

Seau € E, " con ot > %, entonces u(0) = u(A) = 0.
® Para la demostracion puede ver el articulo de Jin ([23]).

Definicion 2.19
[58] Sea % <o <1yl < p <o Elespacio de derivadas fraccionarias Eg P es definido por
E;P[0,A] = {u € L?[0,A] : oDfu € L7[0,A],u(0) = u(A) = 0}

Donde ||u||¢,, es definida por

A A
a2, = /O u(t)|Pdt + /O | oD%u(r)|Pdt, Vu € E®P[0,A] (2.25)

Proposicion 2.6

Para cualquier u € E;”, observando el hecho de que, u(0) = u(A), se tiene,
cDZu(t) = (Diu(r),t € [0,T], segiin feorema 2.14.

@ Para la demostracion puede ver el libro de Zhou [61]

2.5.1 Propiedades del espacio fraccionario Eg"”

Se presenta las propiedades del espacio fraccionario Eg 7'y el operador p-laplaciano fraccionario
D% (JoD¥u|P~2oD%u) Para la demostracién de este lema, puede revisar la pagina 180 del libro de
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Zhou [61].

Proposicién 2.7 (Desigualdad de Poincare-Friederich)
Sea0<a<1yl<p<oo Paratodoue E;", se tiene

o

< ——||oD* . 2.26
— F((X+1)||O tu”Lp ( )

]| v

' 1yl 1 _
Sla>pyp+q 1, entonces

a—1/p
il < !

a F(a)((a—l)qﬂ)l/q”ODf uller (2.27)

Demostracion. Ver el tabajo de Jiao y Torres [22, 55].

o o, . o,
De acuerdo a la proposicion 2.7 se puede considerar E|, P con respecto a la norma

t 1/p
lull gor = NloD7*u(®)l|r = ( /0 \on‘u(t>|”dt) : (2.28)

Para mayor detalle puede ver el trabajo de Torres y Nyamoradi [58]

Proposicion 2.8
Por otra parte (2.27) se tiene

To—1/a " To—1/a
D —
S O (CEPERY

Jule <

= T(a)((a—1)g+1)1/4 77 1tOllep (2:29)

es decir EXP estd inyectado continuamente en C[0, T'] para o¢ > L.
0 Y p P

Demostracion. Ver el trabajo de de Torres y Nyamoradi [58]

Lema 2.5 Seal/p<a<1,siu€E,", entonces u € L'[0,T] para r € [p,+od).

Demostracion. Ver el trabajo de Torres [55]
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Proposicion 2.9

Sea0<a<1 yl§p<oo.Asumaque(x>%yukéuenEg’P([O,A]) . Entonces u; — u
en C[0,7T], ie, ||ug — ul|ee — 0, k — o0.

Demostracion. Ver el trabajo de Jiao [22]. [ ]

Teorema 2.19

[58] Sea a € l, 1), entonces la inyeccion continua E SP oy [P 0,T| es compacta.
p 0 P

Demostracion. Ver el trabajo de Torres y Nyamoradi [58]. |

Operador p-Laplaciano fraccionario

Ahora, vea las propiedades del operador p-Laplaciano fraccionario ;D% (|oD%u|?~2 oD%u). Considere
el siguiente funcional

1 T
r= / oD%ulPdt, ue EXP. (2.30)
0

Se sabe que .# € C'(E; ", R), (puede ver [55]) y el operador p-laplaciano fraccionario D (|oD%u|P~2 oD%u),
es la derivada de .# en el sentido débil, es decir

T
(7 (), v) = /0 loD&u(t)[P~2 oD%u(t) o D®v()dt, Vu,v € EX. 2.31)

Teorema 2.20

Q 7 :E;" — (Eg")* es un operador acotado y estrictamente monGtono.

© 7’ es un mapeo de tipo (S.), es decir, si u, —~uen E;7y HIE (I (up),un) <0,
n—y—+o0

entonces u, — u en Eg "’
I EXP — (E¥P)* es un homeomorfismo.
0 0

Demostracion. Ver el trabajo de Torres y Nyamoradi [58] |
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Problema no lineal con p-laplaciano frac-
cionario
Formulacién variacional
Funcional de energia
Variedad de Nehari y Funcion de Fibrado
Funcion de fibrado
Comportamiento de la funcién m,,
Andlisis de la funcién de fibrado \
Propiedades de la variedad de Nehari ‘.
Existencia de solucion débil del problema
estacionario

3 — Problema Estacionario Fraccionario

En este capitulo, se formula el problema parabdlico no lineal con derivadas fraccionarias, €l
sefundamenta en el modelo matematico estudiado por Meilan et al. ([44]) y el problema de
contornoestudiado por Sanchez y Torres ([49]).

3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

Se considera el siguiente problema:

po{ DR (| oDEu(x) 72 oDu()) = Aol 2u(x) + bLOu(0)]* u(x), x € [0.A]

Al
u(0) =u(A)=0

Donde el orden de la derivada fraccionaria se establece en % <a<l,con 2< p< oo Seconsidera
que b : [0,A] — R es una funcién continua. Ademds A un pardmetro real positivo y g es un nimero
realtalque 1<g<p—1.

A partir de esta secci6n se considera b(x) = b, u(x) = u, E;"[0,A] = E;"", por simplicidad de
escritura. A menos que sea necesario la especificacion.

3.1.1 Formulacion Variacional

Dado el siguiente problema de contorno semilineal:

DX (JoDYu(x)|P~2 oDYu(x)) = A 3.1)
u
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Problema Estacionario Fraccionario

<a<l

Considere: 1 <g<p—1, 2<p<oo, y
) b(x) = b, se obtiene:

Seav € C;[0,A], ademds se escribe u(x

|| m_

/ D(|oD%u|?? oD%u) pdx — / Alu|P2ugdx+ / blul ug, Vo € C[0,A]
0.A] 0.A] 0.A]
/ loD%u|P~2 ¢D%u (D% pdx = / 7L|u|p_2u(pdx+/ blu|' updx, Yo € CT[0,A]
0.A] 0.A] 0.A]

/ loD%u|P~2 oD%u (D*vdx = / Mu|p*2uvdx+/ blu|" 'uvdx, v € C3[0,A]
[0,A] [ [0.A]

’

/ loD%u|P~2 ¢D%u (D% vdx = / AlulP~%u vdx—l—/ blu|?'uvdx, v € EgP[0,Al.
[0.A] [0,A] [0,A]
Luego

J5 (u)yy = / loD%ulP~% oD%u OD)‘vadx—/ Mu]pfzuvdx—/ blu|?'uvdx; Vv € EP[0,A]
(0,A] [0,A] [0,A]

)

. " . . ~ o .
Si esta funcién es la derivada de un funcional para algin u € E;"”[0,A] entonces se tiene una
formulacién variacional, con

T i EgP[0,A] - R
1 A 1
= Iy () = / | oD% \de—f/ |u\de—7/ blult* dx; Yu € ESP[0,A]
p [0,A] q+1.Jjo.A)

Donde-l<a<1 l<g<p—1, 2<p<oo.
Se debe probarque J;. es de clase C'(Ej"7[0,A],R).

Teorema 3.1
Sea J) : Ey”[0,A] — R dado por

Jl(u)zl/ lonu]de—;L/ wlPde— —— [ pluetiax. 32)
P J[0.A] P J0.A] q+1Jpa

Entonces, J; € C'(E;""[0,A],R) con

J}L(u)v:/ loD%u|P—2 ODgungvdx—/ 7L|u\p*2uvdx—/ blu|T  uvdx; Wy € EgP[0,A]
[0,A] [0.A] [0.A]

(3.3)

Demostracién. Sean Jy,J»,J5 : ESP[0,A] — R, de la siguiente manera:

1 (1) =~ / | oD%ul?dx;
pJon

A
R =" [ Jupds
P J[0.A]
1
J3(u) :q+71 [ ]b|u|q+1dx; para todo u € E;".
0,A
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3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

Usando el Lema 2.1, se debe probar que cumplan con las condiciones (i), (ii), (iii). En efecto

(i) Se procede a demostar que aja( “) existe

ajali”) = lim + L) = w)

1/1 1
:1{m< / | oD% (u+1v)|Pdx — ~ / |ODgu|de>
=0t [0,A 0,A

=1lim - <l /[ (‘ ODa(u—FlV)‘ — | 0Dﬁ‘u|p)dx>
0,A]

Considere la siguiente funcién

f:R—R, dadapor

1 1 (3.4)
t—=f(t)=—|oDFu+1t oDIv|P = —| oDFu(x) +1 oDgv(x)|?,
p p

donde r € R, con u,v € Eg . La funcién es f es continua en R, por ser la suma de dos
funciones continuas. Si suponemos ¢D%u # 0. Aplicando la regla de la cadena, se tiene que
para todo 7 € R, tal que ( (D%u+1 ¢D%v) # 0, se obtiene f'(¢) como en la parte (b). Asi,

(@) f(0) = 5[ oDyul?,

®) f(1)= 7p| 0D%u-+1 gD%v[P~t BB D&y = | (DEu-+1 oD*v[P~2(DPu+1 oDEv) oD%,
Si consideramos la funcién continua g(z) = | ¢D%u+1t ¢D%v|, como g(0) = | oD%u| > 0, existe
una vecindad [—1,¢] con centro en el origen, tal que g(¢) = | oD%u+1 ¢D%v| > 0, para todo
elemento en ese intervalo. Por lo tanto, se tiene que f es de clase C en (0,¢) (respectivamente
en (—t,0)). Entonces por el teorema de Valor Medio, existe & € (0,7) (respectivamente,
0 € (—t,0)) tal que,

t)—f(0
f()tf() =f'(8)=| oD%+ onv|p_2( oD%u+ 6 oDZv) oD%v (3.5)
(respectivamente, w = f'(8)). Luego se tiene que
SO =f0)
Jig S 10
(respectivamente, lil‘él M = f7(0)). En consecuencias se sigue que
t—0~
; D%+t ¢D%v|P — | ¢D%ul? _
}g?)<’0 X 0 xt | ’0 X ’ ):‘ngu‘p ZOD)?MOD?V- (36)

Ahora analizando por separado oD% = 0. En este caso, la funcién f se simplifica a f(¢) =
|t oD% v|P. Asi se tiene que

tP| oD%v|P
1fm(‘° il >:0
t—0 t
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Problema Estacionario Fraccionario

yaque 2 < p < . Con esto se prueba que, independiente del valor de u(x), lo obtenido en

(3.6) es valido. Ademads, de (3.5), tenemos que

| oD%u+1t oD¥v|P — | oD%ul|?
t

=|oD%u+6 0D§V|P_1| oD%V

< (| oDful + 18] oDFv)"~ " 0DV

Dado que se esta considerando |¢| pequefio, y consecuentemente |8 | pequefio, se puede asumir

que 0 < 8 < 1. Asi, se sigue que

| oD%u—+1t oD¥v|P —| oD%ul|?
t

< (| oD%u| +| oD%v|)P~"| oD%V, (3.7)

donde el lado derecho de la ecuacién (3,7) no depende de t. Como E; [0, A] < LP[0,A] con-
LoDZutt oDV =] oDeul” | 1 p Ugando

t
la desigualdad de Holder con exponentes p—;l y pen (| oD%u| +| oD%v|)P~!| oD%v|

tinuamente, se tiene que o(D%u, (D%v € L, entonces

p—1

_1-L
J R e U I AR R sty
(0,A] J[0,A]

(/ | 0D§‘v|pdx> !
Jo.A)

< ||l oD%ul + | oD%V][|7, ]| 0DV 1p < co.

Luego (| oD%ulP~! +| oD%V|)P~| ¢D%v| € L'[0, A] y por el teorema de la Convergencia
dominada de Lebesgue 2.5 se tiene

i L L0DEu+ 1 0DEvIP —| oDEul” |
AJt—=0 p t

h’m/ l | QDgu—i-l‘ Ong‘p — | 0D3u|[7dx: /
1=0J[0,A] P t [0,

= /[0 R | oD%u|P~2 ¢D%u oD% vdx.

Por lo tanto,

W) _ / 1] oD%ut-t DIV —| DSl |
v t—0

[0.A] P t - /[o Al | oDZulP~? oD¥u (DY vdx

aJi(u)
av

= / | oD%u|P~2 ¢D%u (D%vdx, existe.
(0,A]

aJi (u)

(ii) Se procede a demostrar que =~ es lineal y continuo. Seak € R, y vi, v € E(()x P10, A].

dJ1(u) / B
_— = D%u|P~2 oD%u oD (kvy + v, )dx
30 +v2) [O’A]lo v ul”"" oDYu oDy (kvi +v2)
=k | oD%u|P~2 oD% ngvldx—i—/ | oD%u|P~2 oD%u (D%v,dx
[0,A] [0,A]
oJ oJ
=k () + 1(14)’ Yu.v GEg’p[O,A].

vy vy
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3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

Luego
aJ
’ ()] _ / | oD%u|P~% oD%u (D%vdx| = ’/ | oD%u|P~! oD%vdx
d(v1) [0.A] 0,A]
< [ loDEur ! [oDldx
[0,A]
pt 1
4 P P
< (/ \ ng‘u\@l)p‘—ldx) </ y ngv|de)
[0.A] (0.A]
-1 —1
= || oDYull7, " || DY V|[r = HMHZS-P[(),A}”V”Eg"’[O,A]'
Por tanto

—1 ,
S HM’Z&P[@AP Vl/t € E(()xp[()vA]

(iii) Siu, — uen E;"[0,A] entonces W — % en existe (Ey"[0,A])*.

Para esta parte usaremos la siguiente desigualdad:

Proposicion 3.1
[55]
@ Si p € [2,), entonces se cumple que

127722 = [yP2y] < Blz=yI(lzl + y)P 72, Vyz€R

con f3 independiente de y y z.
@ Si p € (1,2], entonces se cumple que

l2[P 2z — [y|P~%y] < Blz—y|P™', Vy,z€R

con 3 independiente de y y z.
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Problema Estacionario Fraccionario

Sea (u,) C Eg""[0,A] y u € Ey"[0,A] conu, — u en Eg " ([0,A]).

aJy (uy) B aJ(u)

= ‘/[0 R ’ ODgun‘piz QDglxln Qngdx— /[0 A ’ ()Dgu’piz OD;XM ngvdx

adv dv
= ‘/[0 A (| ngun|p_2 OD;?Mn — ‘ 0D§u|p_2 ngu) ng‘vdx
= c/[ | | oD un — oDul (| oDfu| +| oDFul)’* oDfvdx
0,A
Se [ oD =l (oDl + D) oD vax
7 1 1
P ’ AV
<[ Tt =)' ([ (ol ot 27 (oDt )
(0,A] [0,A]
=20 1
)y L r P
<D=l [ (oDl +] o527 757 )
% kX
/ p
</ | oD% v|P rdx)
[0,A]
. =

< cllun —ull gar o ap Il 0D un| +1 oDFul 175~ 0DV 5

Pt
< osllun — ull gergo o) (| oDFttnlr 4[| 0D ull 22 )2 0DV 5

215
< Cisllun — MHEg"P([o,A])(HunHEg""[o,A] + HMHES“"[O,A])p HVHE(;LP[O’A]
Luego

AJ(uy) 9dJi(u)
P 1Ty T oy

<Clluy — ”HE{{"”[O,A] — 0, cuando n — o
IVl er o) S
Ahora vea con J,(u) = %me |u|Pdx

. ah(u) -
(1) Se procede a demostrar que —5= existe

oh(u) . 1
5, = lm = (2 (u+1v) —Jo(u))

1
=1lim - ()L/ |(u—|—tv)\pdx—l/ |u|”dx>
=01\ P J[0,A] D J10.A]
~pim (’L/ (y(u+zv)|P—yu|P)dx>
=0t P J[0,A]

Considere la siguiente funcién
f:R—R, dadapor

1 1 (3.10)
t—=f(t) = ;\u%—tv\p = ;]u(x)+tv(x)|p,
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3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

donde t € R, con u,v € ES‘ P[0, A]. La funcion es f es continua en R, por ser la suma de dos
funciones continuas. Si suponemos u(x) # 0. Aplicando la regla de la cadena, se tiene que

para todo 7 € R, tal que (u+1tv) # 0, se obtiene f’(¢) como en la parte (). Asi,

(@) f(0) = ;[ul”,

() f'(r)= %p|u +tv|p~! %v = |lu+tv[P2(u+tv)v.
Si consideramos la funcién continua g(7) = |u+tv|, como g(0) = |u| > 0, existe una vecindad
[—t,1] con centro en el origen, tal que g(7) = |u+1tv| > 0, para todo elemento en ese intervalo.
Por lo tanto, se tiene que f es de clase C en (0,) (respectivamente en (—¢,0)). Entonces por

el teorema de Valor Medio, existe § € (0,7) (respectivamente, 0 € (—t,0)) tal que,

w = £(8) = |u+8v|P > (u+ 8v)v (3.11)
(respectivamente, w = f'(8)). Luego se tiene que

(respectivamente, 11131 w = f7(0)). En consecuencias se sigue que
t—0~

tv|P — p
lim (""”"”') = [ulP2uv. (3.12)
t—0 t

Ahora analizando por separado u = 0. En este caso, la funcién f se simplifica a f(r) = |tv|?.
Asi se tiene que

t]’ P
11’m< d ):0
t—0 t

ya que, 2 < p < c. Con esto se prueba que, independiente del valor de u(x), lo obtenido
en(3.12) es vélido. Ademés, de (3.11), tenemos que

lu+tv|P —|ulP|

, |u-|—5v]”71|v]

< (|ul 18 1v)"~v|
Como se esta considerando [t| pequefio, y consecuentemente |8 | pequeiio, se puede

asumir0 < § < 1. Asi, se sigue que

lu+1v|P — |ul?
t

] < (lul+ )"}, G.13)

donde el lado derecho de la ecuacién (3.13) no depende de r. Como E; [0, A] < LP([0,A])
continuamente, se tiene que u, v € L”, entonces )w‘ € L?. Usando la desigualdad de

Holder con exponentes % y penk(|u|+[v))P~1|v|

p=1 1

p p 4

[ eyt < (e i) ([ )
[0.A] [0,A] [0.A]

-1
< (el PIZ IV ller < oo
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Problema Estacionario Fraccionario

Luego (|u|+|v|)?~!|v] € L'[0,A] y por el teorema de la Convergencia dominada de Lebesgue

2.5 se tiene
A tv|P — p A P — p
Hm/ Hv!lu!dx:/ i ol —ful?
t—0 [0,A] P t [0,A] t=0 p t
=2 |u|P~2uvdx.
[0,A]

Por lo tanto,

P |ylP
an(M) _ lfm/ &wdx: l/ |u|p_2uvdx
av 1—=0.J[0.A] P ! [0,A]

dJ>(u) -2 \uypfzuvdx, existe.
v [0,A]

(ii) Se procede a demostrar que 9155") es lineal y continuo. Sea k € R, y vi,v2 € Ej P[0, Al.

b (u) b2
o v = /1/{0’ a7 o vz)dx
= ),k/ |u|P~% u vldx—i-/ |u|P~% u vodx
[0.A] [0.A]
. 0h(u) A (u) ap
= Ak v + Jvy Vu.v € Ey P[0, Al.
Luego
‘8]2(14) = )l/ |u|P~2 u vdx| = ‘l/ |u|P~! vdx
d(v1) [0,A] [0,A]

<2 [l s
[0,A]

Por la desigualdad de Holder

p—1

1/p
/ |u|P~tvdx < (/ \u(pl)ppldx> ’ (/ Mpdx>
[0,A] [0.A] [0,A]

AQ p—1 AQ
= p_l y < —_—— p_l - < o
s Wl < (s ) 1o (s ) Wl

A% p -1 » p—1
= () Ml Plge =Sl b vlzgo

dJ>(u)
a(v)

‘ = sup

<
HVHEgvp[O.A]—l

Hajz(u)
()

71 ,
< HuHZg,,,[O’A], Vu € E;[0, Al
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3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

(iii) Siu, — uen Ey"[0,A] entonces 9h(tn) _, 315( 4 en existe (Eq"P[0,A])*.

dv
Sea (u,) C E; ”’[O,A] yu€Ey"[0,A] conu, —u en E;"[0,A]

_‘ / || P2 14y, vdx — ﬂ,/ |u|P~2 u vdx
[0,A]

o[ v
‘ o (Jun — [u|P* u) vdx

<c/1/ st — 10| (|tt] + u])P~2 velx

dJ>(uy) B dJ>(u)
v v

<cA |(un—u)|(\un\—|—]u|)p72 vdx
0.A]
1

(=20 1
SCA”(”n_M)”LP (/[ (|un|+\u|) p(l’ 2) )

1
()
0.A]

=
< cAlun = ul g o ay | etn] =+ [ullIZ, V15

]

p=1
< esAltn — oo p) (taller + ) 117
p—1
< Cusltn = ull o)t g0 + Il g10,0)” 2Vl g o

Luego

dJ> (uy) B dJ>(u)
v v

sup
<
HV”E(‘)X-,P[OA]?I

<C||lup— uHE(‘)X”’[O,A] — 0, cuando n — oo

Ahora vea con J3(u) = q% f[()’A] blu|t*1dx

(i) Se procede a demostrar que ag(”) existe.

9Js(u 1
;i)_}g% (Js(u+1v) — J3(u)) (3.14)

Considere la siguiente funcién
f:10,1] = R, dada por
1
s) = ——blu+stv|9t,
£(5) = —blutsn
donder € Ry es tal que 0 < || < 1 conu,v € Ey . Asi,
(a) f(1)= q+]b|u+stv|q+1

(b) f(0) = pblulet!,
(©) f'(s) = blu+stv|7 (u+stv)tv
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Como f es diferenciable en (0, 1), entonces por el feorema de Valor Medio, existe 0 € (0,1)
tal que,

F() = f(0)=£'(8)(1-0)

luego,

1 1
qﬁb|u+ﬂ/’|q+l — mb|u|q+l = b|1/t+ 6tV|q_1 (M+ StV)tV. (315)

Se divide la ecuacion (3.15) por ¢ (con 0 < [t| < 1), se obtiene

Ly <|u+rv|q+1 —Juj!

> = blu+ 8tv|7 (u+ Stv)rv.
q+1 t

Ahora, aplicando el limite cuando ¢ — 0,

1 vl — |ylat!
lim b <|u+ U ] ) = blu|T  uv.
t—-0g+1 t

Se sigue que

1 b |u~+tv]dH! — |yt
qg+1 t

)‘ = |b|ju+ Stv|7 |y

< b (ful + |8 ]|e[Iv])?Ivi
< k(| +[8]Jellv])*]v]
< k(] + V)7 ]v]

Como u,v € Eg ", se sigue que E;"” < L9 es contfnua para 1 < g < p—1< p < oo,
Usando la desigualdad de Holder con exponentes % y g+ 1enk(ju|+ |[v])?|v|

g1\ T
J Kulﬂvl)ﬂ‘\vl‘é(/ |<\u!+\v|>‘f|qu) (/ w“dx)
DA A 0]

< et 4 Wlllaer [Vl o < oo

Entonces k(|u| + |v|)?|v| € L' ([0, A]) y por el teorema de la Convergencia dominada de Le-
besgue (Teorema 2.5) se tiene

1 ylatl —jylatl 1 ylatl — jylat!
fim— [l =l dx:/ fim 1 p [T
=0g-+1 /0] [0,A] =0 g+ 1 t
= blu|?  uvdx.
[0.A]
Por lo tanto,
27 1 t q+1 _ |,,19+1
3(”) — im b‘u_‘_ V‘ ‘u‘ dx:/ b\u|"_1uvdx
v =0 g+1J[0,A] t [0,A]
Por lo tanto,
oJ
3() = blu|? 'uvdx
v [0,A]
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3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

(ii) Se procede a demostrar que ajsﬁu) es lineal y continuo. Sea k € R, y vi, v, € E; P[0, A].

ohu) -
ot = /M |7 w(vy + va)dx

=k blult" u vldx+/ blult™" u vadx
[0.A] [0.A]

. 8J3(u) 813(u)
=k avl + 8vz

, Yuv € Ey"P([0,A]).

Luego

‘ dJ3(u)
d(v1)

/ blul?" uvdx| = ’/ blu|? vdx
[0,A] [0.A]

g/ blul? |v|dx
0.

9

Aplicando la desigualdad de Holder

q P—q
J— P )4
/ blu|?vdx < |b| </ |u\qux) (/ \v\ppqu>
[0,A] [0,A] [0,A]

r=q-1 1 p=q _p_

SblluHZp</ |1|fq‘“dx> </ |v|p”q<p—q)dx>””w
[0,A] 0,A]

— p—q—1 %
= b[ullfp | Al 7= IVl

— AOC q p—q-—1 A(X ﬁ P
<b| =—— Tanl Al 770 | o Lot
= (F(a—i—l)) Hu||E0‘l’| | b4 <1—~(a+1)> ||v||EO,1

p—gq—1 po
_ /\‘10‘Jr —a Tra L

ol M

(iii) Siu, — uen E,"[0,A] entonces 'Nf;(v””) — % existe (Ey""[0,A])*.
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Sea (u,) C Eg""[0,A] y u € E;"[0,A] conu, — u en Eg"[0,A].

aJ3(uy) B dJ3(u)

1
< kb||(u, — u)]| e (/ (’un’_i_‘u’)(ql)p'(q_’;)p,> Pop
[0.A]

/ blun)?™ " u, vdx—/ blu|? uvdx
[0,A] [0,A]

/ (b|un|q_1 Uy — |u|?7! u) vdx
[0.A]

_ IR
< kD[t — ul| ooy latnl + a2 [[VI] 7

p—1
w4 ulle) vl

p—1
< Cisllun — MHE(;"‘”[O,A](H“nHE@"”[o,A] + HMHE(‘;"”[O,A])‘]_I HVHE(’:J"”[QA]

ov ov
< kb
(0,A]
<kb [ |(un—u)|(
[0,A]
%
(L)
[0.A]
< Kbt — ull g g o)l
Luego
sup aJs(uy) _ dJ3(u)

1 aV aV

HvHEg'p([()_A])S

<C||lup— ”||E§="[0,A] — 0, cuando n — oo

EYAO)

Si la derivada de Gateaux existe entonces una candidata es —~—~

)

dJ
Ji(u)y = 10 , Yu,v € EyP[0,A]
v
1
im —— [Ji(u+v) —J;(u) = J; (u)vdx], seav=wt
vl [[w| i) =1 (w) = T v

1
lim —— [Jy(u+wt) =Ty (u) — J| (w)wt] =
HthHOHWfH[ ( )= iw) = Jiwjw]

Ji(ut+wt)—Ji(u) Ji(wywt
wt|[—0 [l we]] [wel =0 [|we ]|
lim Jiwtwt) =Jiw) 1 Jj(w)wt
wt|[—0 t [w]l  fwell—»0 ¢]jw]]
1 J!
lim J (0w — 1m0
we|[—0 wll  well=0 [|w]|
lim — =
wel| =0 || w]]
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3.1.2

3.1 Problema no lineal con p-laplaciano fraccionario

De forma similar se demuestra J (u)v = ag&”) Ji(u)y = % Yu,v € Ey""[0,A]. Por lo tanto, se

concluye que J;, € C'(Ey""[0,A],R). [ |

Funcional de energia

El funcional de energia asociado al problema Fy, es dado por
i EgP0A] - R

1 A 1 "
u—Jy(u)= —/ | oDZulPdx — —/ |u|Pdx — — b]u|"+1dx
P Jjo.A] P J0.A] g+1JjA]

(3.16)

De acuerdo con el teorema 3.1, J ; es un funcional de clase C'(E;”[0,A],R) cuya derivada de
Gateaux en u € E;"[0,A] es dada por

Jy (u)y = / | oD%u|P~% oD%u oD%vdx — l/ |u|p_2uvdx7/ blul" 'uvdx;  (3.17)
[0,A] [0,A] [0,A]

para toda direccién v € Ey [0, Al.

En este caso u € Eg P[0, Al, es solucién débil para el problema P, si y solamente si, es punto critico
del funcional Jj.

El siguiente Lema explica el comportamiento del funcional de energia J () en el espacio fracciona-
rio £y 7[0,A].

Lema 3.1
@ Suponga que A < A;; entonces J; es acotado inferiormente en E;; .
© Si A > Ay, entonces J, no es acotado inferiormente.

Demostracion. En efecto
@ De forma similar a lo trabajado por Torres [55, 57] se tiene que A; es el primer autovalor del
problema P es:

A
D%u|rd
11: min fO |/(\) )Cu| X
ueky” o |ulPdx

u0,
Luego,

M/ |u|pdx</ loD%u|Pdx
[0,A] [0,A]

9 5

;Ll/ |M\de—1/ |u|de</ yopguypdx—x/ lulPdx (3.18)
[0,A] [0,A] [0,A] [0.A]

/ |0D§u|de—7L/ ulPdx > (Al—/l)/ ulPdx, Vu € EXP
0. 0. 0.4

)

se obtiene que,

Jx(u)zw/ |u|l’dxf# blu|?dx, (3.19)
p 0,A] qg+1Jona
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luego como b € L=([0,A]) se puede considerar que b < ||b||=(j0,a)) = b y asi,

I () zl(xl—x)/ ]u|”dx—b/\u]"+ldx
p [0.A] g+1
(3.20)
1
p

b | ) (g+1)/p
OB (/1171)/ e~ 1Al ~(g+1)/p </|uypdx>

(0,A]

Por lo tanto, J, es acotado inferiormente en Ej”[0,A] cuando A < A;.
O Si A > Ay, se fija en la direccién de la autofuncién principal ¢ € E(‘)x P[0, A], y se observa que,
cuando t — oo, el funcional J) va para —oo, esto es

A A 1
lim J; (t¢;) = Ii —/ t de——/ t f’dx—i/ blt q+1dx]
o) = i [ p M' l p M' l q+1Jon "o
. ) (A —l)/ 1 / I ]
limJ) (1¢) = lim [¢|P | —— Py — ———— bl |7 dx
t—>o0 /l< 9) t%oo| ‘ [ p [0,A]|¢1| (q+])ﬂ7—(q+1) [0,A] M)l’
se tiene que llfm J5.(t¢1) = —oo, por lo tanto, J; no es acotado inferiormente en Eg "7 [0, A]
—>00

cuando A > A4.
[ |

3.2 Variedad de Nehari y funcién de fibrado

Del lema 3.1 no es posible la minimizacién en todo el espacio E(‘)x P[0, A]. En este caso se puede
considerar la variedad de Nehari, introducida en [37]. La variedad de Nehari para el problema P ¢ es
definida por

Ny, ={u€EgP[0,A] : (J (u),u) = 0,u 0},

En realidad, asi como esta definida, N; es apenas un conjunto. Mds adelante daremos las condiciones
para que N, sea una variedad diferenciable.

Observacion: Tenga en cuenta que la eleccion del conjunto N, es conveniente, dado que las
soluciones a nuestro problema Py pertenecen a dicho conjunto. Por tanto, debemos demostrar
que N) # @, de modo que pueda haber puntos criticos no triviales del funcional J; , y por tanto
soluciones al problema Fy.

Proposicion 3.2
Existe co > 0 tal que ||u|| E%7[o.A] = Co paratodo u € Ny, En consecuencia, Ny es un subconjunto
cerrado de E; [0, Al.
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3.2 Variedad de Nehari y Funcién de Fibrado

Demostracion. De la desigualdad de Poincaré (2.26) se sigue que

o o

—||oD¥* = 3.21
= F((X+1)HO tu”L” F((X+1)||u||E [0,A]" ( )

uallr <

Ademds, como b € L=[0, A], por la inyeccién continua LP[0, A] < L4+1]0, A], existe una constante c,
tal que | ullzr(0,a)» ahora considerando b < ||b|| =[,A] se sigue que

Pl < W
1
< Welle-ionet™ el

q+1
< [|b][ =(0,a1€ 7F(a+1)H”||E [0,A]"

Dado que u € N, se tiene que

/ |0D§‘u|pdx—l/ yu|def/ bl dx =0
[0,A] [0,A] (0,A]

/ ]ngu]pdx—l/ ]u!pdx:/ blu|?™dx
[0,A] [0,A] [0,A]

/ |0Dguyﬂdx+/ |u|de—/
[0.A] [0,A] [0,A

)

ulPdx— |u|pdx:/ blul¢+ dx
0. 0.

P P _ +1 g+1 q+
el 1+ )l = /[(wa dx < bl e r((an Lo
p Aa P b1 N q
N q
Considerando ¢| = (1—{—1) OH-I) y ¢2 = ||b]|p=0,a¢7" lr(a+1) Luego
gy < 1l ol
> et g 2l b

2
HuHEg‘”[O,A] 2 [1_1_61]”*("“) =c0>0.

Es decir que ||u| E*?jo.A] = €0 > 0, Vu € Ny; en consecuencia N, es un subconjunto cerrado de
ESP[0,A. n

Teorema 3.2
El funcional J, es coercivo y acotado inferiormente en V.

Demostracion. De la definicién de Jy, asi como b € L*[0,A], usando la equivalencia (2.28), y la
inyeccion continua de LP[0, A] — L4+1[0, A], existe Cy, tal que l[utll a+1j0,4) < Cillul|rj0,a]5

1 !
JA(M)Z;HMHES"”[QA]_ || HLI’[OA Hb” C1||MHZ:r[0A (3.22)
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Ademds, de la inyeccion continua de Eq [0, A] < L?[0, A], existe C, tal que ||u| 1r(0,a) < Ca ||ul| g EZP[0,A]

Se tiene
Lyp A P q+
J),(M)Z;HM||E(<;‘=P[07A]_;CZHMHE(‘)X:P[O’A] ”bH ClCZH H ‘1[70[\ (323)
lo cual implica que
B = (+ e el b Cs (3.24)
MO=\p " p2) MlEgroa q+1 g rio.n '

Recordandoque 1 < g < p—1,luego 2 < g+ 1 < p, se sigue que
J),(u) = +oo cuando HMHE(‘;"p([O,A]) — oo,

El funcional J, es acotado inferiormente.
En efecto, si J; es coercivo, dado M = 1 existe R > 0 tal que

Jy(u) > 1, para ””HE(‘)"*P([QA]) >R (3.25)

SiueEy"[0,A]y ””HE(’;""[O,A] <R, se tiene

1
p p q+1
01 < e+ Nl + g 1Bl
1 A
S;H”Hgg-,l’([al\]) + ;CZHMHPO‘P[O A] HbH CICZHMHqOCP OA
<—RP + —CR? + ——||b||-C3RI"" =K,
p p q+1
por consiguiente se tiene que,
Jy(u) > —K. (3.26)
De (3.25) y (3.26),
J(u) > —K, Yu € E;P[0,A]
demostrando que J), en ES‘ P[0, A] es acotado inferiormente. |

El teorema 3.2, nos garantiza la existencia de una sucesién minimizante en N ;. A continuacion,
definimos una funcién muy importante para el estudio del problema §.

La variedad de Nehari esta asociada al comportamiento de funciones denominada de funcién de
fibrado.

3.2.1 Funcién de fibrado

Conocida como funcién de fibrado, fue introducida por Drabek y Pohozaev [12], asimismo, en el
trabajo de Brown y Zhang [7], se puede ver un ejemplo.
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3.2 Variedad de Nehari y Funcién de Fibrado

Definicion 3.1
Seat € RT, se define la funcién de fibrado como:

o, : Rt =R
t— ¢,(t) = Jy (tu)

= l/ loDa(tu)\pdx—)L/ |(tu)|pdx—7/ b|(tu |‘1+1dx (3.27)
P J[0O,A [0,A]

tP q+1
- 7/ ( 0D§‘u|”—7t|u|p)dx—7/ blul*+ dx.
P JoA q-+1Jpa

Asi se escribe

tP
Gur) = */ (I oD ul” - (3.28)
D J10.A]
luego, derivando @,(f) = J, (tu), se obtiene
9u(t) = Ty (tu)u
3.29
:tpfl/ (| ngu|p—Mu|p)dx—tq/ blu|T dx (329)
[0,A] [0,A]
Observe que, como ¢ > 0, se sigue de (3.29) que
1
o,(t) = ;le (tu)tu (3.30)

Esto implica que ¢ > 0, es punto critico de ¢, siy solo si, tu € N, . En particular, u € Ny, si y solo si,
t = 1 es punto critico de ¢,.

De esta manera, la tarea de demostrar que N; # @ puede ser sustituida por encontrar puntos criticos
para la funcién de fibrado.

Encontrar explicitamente los puntos criticos de ¢, es inviable, por esa razon se define la siguiente
funcién auxiliar.

mu(t):/ yngudex—ﬂ—@—l)/ blul? dx. (3.31)
[0,A] [0,A]

Derivando (3.31), se tiene

w ) =l(p=1)=a" [ plultdx
oA (3.32)
w0 =[(p=1) =gl (g—p) " [ pluptax
[0,A]
Dejando en evidencia t”~! en la ecuacién (3.29), se tiene la siguiente equivalencia
)=t ([ (oDt aluryas—e 0 [ bl )
[0,A] (0,A]
=1 (/ \oDﬁ‘u\”dx—tq*(”*I)/ b\u\qﬂdx—/ Mu\”dx) (3.33)
[0,A] [0,A] [0,A]
=P <mu(t) 7L|u|pdx> .
[0,A]
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De esta manera, de (3.33) y (3.30), se obtine las siguientes equivalencias
tu € Ny & 01(1) = 0 & ma(t) :l/ lulPdx, >0, (3.34)
0,A]

A partir de ahora, se puede decidir entre demostrar que la variedad de Nehari, N, , es no vacia;
encontrar puntos criticos para la funcién de fibrado o resolver la ecuacion my(t) = A [ 5 [u|7dx,
parat > 0.

Observacion: Dado ¢ > 0, es un punto critico de ¢,, si y solo si, es una solucién de la ecuacién
) =4 / lulPdx. (3.35)
(0,A]

Calculando la segunda derivada de ¢,, se tiene que

L= (=02 [ (oDful Alul)dx— gt [ plultd
[0,A] [0,A]

4 [0.A] 0.A]
1
= ﬁ I/L/t(1)7 t> 0

Siu € N,, entonces t = 1 es un punto critico de la funcién ¢,. Siendo esto asi, se puede caracterizarlo
de acuerdo con el signo de la segunda derivada de ¢,, esto es, verificar si ¢,/ (1) >0, ¢/(1) <
0, 0 ¢,/(1) = 0. En el caso del problema Py, se verd mas adelante, que esa caracterizacién equivale a
verificar si el punto critico es un punto minimo local, maximo local o de inflexién, respectivamente.
De esta manera, de forma similar al método utilizado por Tarantello [52], se subdivide N en tres
subconjuntos:

Ny ={uenN,:¢/(1)>0}
N, ={ueN, :¢/(1) <0}
N} ={ueN,:¢/(1)=0}.

Observacién: Sit > 0 es tal que tu € Ny (esto es , si ¢, (1) =00 ¢,,(1) = 0), entonces de la
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3.2 Variedad de Nehari y funcidon de fibrado

definicén de N y (3.36), se sigue que

0/0) = [(p— 1" 2=t [ blufrax
[0,A]

(D)= [(p= 1172 =g19™") [ plrul*ld
[0,A]

Su) =[(p =) =g [ blufldx

[0,A] (3.37)
—[(p= V=gl [ pfujrax
[0,A]

— P [(p= 1) =gl [ blul*dx
[0.A]
=17 m) (1)
De (3.36), (3.32), y (3.37), implica que
1
0 (1) = 565 (1) =17t (0). (3.38)

La ecuacién (3.38) nos dice que para caracterizar un punto critico de ¢, es suficiente observar el
signo de la primera derivada de m,, relativa en tal punto.

Una vez definidos los subconjuntos de N;, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema
que nos da una condicién suficiente para que el conjunto N, sea una variedad diferenciable.

Teorema 3.3

Si Ng = 0, entonces el conjunto N es una variedad de clase C'[0, A].

Demostracion. Se tiene que N; = G;l ({0}), donde Gy, : E;"P[0,A] \{0} — R, es una funcién
definida por:

Galu) = (U u)) = |

|ODgu|de—/1/ \u|de—/ blu|T dx. (3.39)
[0,A] [0,A] [0,A]

Observe que G;, es una funcién de clase C'[0, A, cuya derivada de Gateaux en u € E; "0, A] \{0},
en la direccién del vector v, es dada por

(G (u),v) _p/[o/\] | oD%ulP~! onz‘vdx—)Lp/[OA] |u|”vdx — (g + 1)/[0 A]b\u]qfluvdx. (3.40)

Se quiere probar que N; = G;_L1 ({0}) es variedad. En efecto, se va a demostar que O es valor regular de
G, (u). Esto es equivalente a demostrar que, para todo u € Ny, la funcién G, : Ey7[0,A] \{0} — R

es sobreyectiva, es decir, que exista v € Eg”[0,A] tal que (G (u),v) # 0. Pero como u € N,
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simplemente tome v = u y se tiene
(G (), p/ | oD%u|Pdx lp/ ulPdx — (q+1)/ blul™ dx
[0,A]

:(p—l)/ |0Dgu|de—;L(p—1)/ |u|de—/ blule+! dx
[0,A] [0,A] [0,A]

B

+/ \ngu\pdx—l/ |u\pdx—q/ blu|Tdx
[0,A] [0,A] (0,A]

=,/ (1) + (T (), u)
=¢,(1)

Como Nj =0, se tiene que ¢,/ (1) # 0, y por lo tanto Gy, : E;"7[0,A] \{0} — R es sobreyectiva
para cada u € N, . Asi terminamos la demostracion. ]

(3.41)

Observacion: Si u € N;, el funcional J), : E, ’p [0,A] — R se puede escribir como

1 1
S =(L_ / blulttd 3.42
v = (5 - ) [ ol 6.4
Dado que
/ ]()Dgu]pa’x—l/ \u]pdx—/ bluldx =0
[0,A] [0,A] [0,A]

/ (|opgu|1’dx—/uu|f’)dx:/ blul¢+ dx.
[0,A] [0,A]

(3.43)

La siguiente proposicion relaciona la variedad de Nehari y la funcién de fibrado

Proposicion 3.3
Sea ¢, (t) la funcién definida en (3.27) y u € E; "0, A], entonces:
Q u€N,,siysolosi, ¢,(1) =
Q tueN,,siysolosi, ¢)(t) =

Demostracion. @ Sit =1 en (3.29) se tiene que,
o) = [ TopfuPas—2 [ juxPax— [ bl v =}
Q Vea primero (<)
09,y =1 [ ODg‘u|P—Muyp)dx—ﬂ/wb\uyq“dx

0.
Ozﬂ’/ ( 0D§‘u|f’—l|u\1’)dx—tq+l/ blul dx = J, (tu)tu
0] 0.

”
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3.2 Variedad de Nehari y funcidon de fibrado

=) Como tu € Ny, se tiene
(=) A

ozjg(m)m:;ﬂ/ X ODguyP—Mu\P)dx—ﬂH/ blul9+ dx

[0,A [0,A]
0= [ ([D%ul” = Alu(x)P)dx 0 [ plultdx—0l(0)
[0,A] [0,A]

Corolario 3.1 Siu € Ny, es decir, si ¢,(1) = 0, de (3.43) y (3.36), se tiene que

9/(1) = [(p—1)—q] /[0 e (3.44)

Lema 3.2 Situ € N, se sigue de (3.44) y (3.32) que

/(1) =Pl (1) (3.45)

Demostracion. En efecto, si ¢,,(1) = 0 de (3.29) se tiene
6/ =1(p=1)=a) [ blul**ax.
[0,A]
Luego, sea tu € Ny, entonces se tiene que,

ru(1)

(p—1) =gl [ bludx=
[0,A]

— PP [(p— 1) —q]/ blule+ dx
0]

de (3.32), se tiene que
/(1) =P (1) (3.46)

Lema 3.3

tu € Ny <= m,(1)>0
tu € N; <= m,(r) <0.

Demostracion. El resultado sigue por el Lema 3.2.1,

tue N < ¢"(1) <= m,(1)>0
tueN, < ¢"(1) <= m,(1) <0
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Teorema 3.4 (Teorema de los Multiplicadores de Lagrange)

Sean X un espacio de Banach, J, F :— R funcionales de clase C' (R,R) y M = {x € X : F (u) =
0} = F~1({0}) con F’(u) = 0, para todo u € M. Si J es acotado inferiormente sobre M y
existe uy € M tal que

J(uo) = fuf J(u), (3.47)

entonces existe 0 € R verificando

J (ug) = 8F' (up). (3.43)

Demostracion. Ver el libro de Kavian Otered ([25], 1993, prop 14.3, pagina 55). ]

El siguiente lema exhibe una condicién suficiente para que la minimizacién sobre Nehari genere
puntos criticos para el funcional Jj .

Lema 3.4 Suponga que up € N, es un punto maximo o minimo local para J, en N, . Entonces
siug ¢ Ng, up es un punto critico de J, en Eg ?,

Demostracion. Si ug es un punto maximo o minimo local de J; en N, , entonces 1y es una solucién
del siguiente problema de optimizacién:

Maximizar(Minimizar) J, sujeto a Ny
donde N; = GZI{O} y G, es como el Teorema 13.

Entonces, por el teorema Multiplicadores de Lagrange (Teorema 3.4), existe 6 € R (3.48), tal que
(3. (0),v) = 8 (G'(uo),v), (3.49)

para todo v € E;"7([0,A]). Tomando v = uy y considerando que uy € Ny, sigue de (3.41) que
(G'(ug),uo) = @,, (1), esto es diferente de cero, por hipétesis. Por tanto, de (3.49) se deduce que

6 = 0. Por lo tanto, i es punto critico de J,. |

El Lema 3.4 garantiza que minimizar sobre la variedad de Nehari es eficiente para obtener puntos
criticos del funcional J) (ya que dicho punto critico no pertence a Ng), y asi obtener soluciones
débiles para Fy. Sin embargo, antes de intentar encontrar esos puntos criticos, se debe verificar si la
variedad de Nehari es o0 no vacia. De hecho analizaremos la funcién de fibrado definida anteriormente.

Comportamiento de la funcién m,

El comportamiento de las funciones m, y ¢, depende del signo de las integrales f[o, A](\ oD%u|P —
AlulP)dx 'y Jig A b|u|9*1dx. Ahora se vera todos los casos posibles para el comportamiento de la
funcién m,,:

Caso A: Si [y b|u|9dx > 0, la funcién m,, satisface las siguientes propiedades:
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3.2 Variedad de Nehari y funcidon de fibrado

(a) Se deduce de (3.32) que m, es una funcidn estrictamente creciente en (0, +oo).

(b) Sit =0 la derivada de la funcién m, no esta definida.

(©) ;lggm“(t) = Jjo.a| 0DZulPdx.

(d) Hm m,(t) = —oo.
t—0*

(e) Si Jig aj (| oDFul? — Afu|P) dx < 0, no existe ningin valor t que sea punto critico, y por ende,
que satisfaga la equivalencia (3.34).

() Si fig,o) (| 0D ul? — Alu|P) dx > 0, existe un tnico valor

1
_ Jo.a) blu|*'dx (p=1-4q) . .
= Tonl DT AV , que es un punto critico, y por ende, satisface la
0,A] X

equivalencia(3.34).

m u[:t_] T”"‘(t]

\ \

Afu)- I : \

A [ s s e e R e

-~y

-~y

(@) fjo a) blul?tdx >0 (b) fig o blu|7+dx <0

Figura 3.1: Posible grafica de la funcién m,,

AHfu)

Afu)- AR Afu)- - — == —.

— = IE—— W
" My, () Lo uld
- ] T -\ Hfu)

=~y
A

t1

(@) Au) = Jjo | oDFulPdx < A [ig ) |ulPdx (b) Jjo.a | oDFulPdx > A fig ) ulPdx

Figura 3.2: Posible gréfica de la funcién m,, en el Caso A.
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Caso B: Si f[07 A blu|9*dx < 0, la funcién m,, satisface las siguientes propiedades:

(a) Se deduce de (3.32) que m,, es una funcién estrictamente decreciente (0, +co).

(b) Sit =0 laderivada de la funcién m, no esta definida.

(c) tlggmu(t) = Jjo.a| oDZulPdx.

(d) Hm m,(t) = +oo.
=0+

(e) Si figa] (| 0DYul?” —A|u|?) dx > 0, no existe ningdn valor 7 que sea punto critico, por ende
quesatisfaga la equivalencia (3.34).

(f) Si fig.o) (| 0DFul? — Afu|P) dx <0, existe un Gnico valor de

1
[ Jomplupriax ] T
= | Ton( oDFP—ATuPiax

, que es un punto critico, y por ende, satisface la

equivalencia(3.34).

AHfu)

|
1
Afu)t - = Afu)t |
1
1
|

i1
@) fjo.) | 0DFulPdx > A [jg a) lulPdx (b) Jjo.a | oDFulPdx < A fig ) ulPdx

Figura 3.3: Posible grafica de la funcién m,, en el Caso B.

. . 1 .
En resumen de lo anterior, se concl(lxlye que, si fig o) (| oDTul? = AfulP)dx, [io A blul?dx tjenen el
mismo signo, entonces para u € E, ’[0,A] la funcién ¢, tiene un tnico punto critico en 7, por lo
tanto, existe 7 € R tal que tu € Nj. Si [jg o (| oDYul? = Alu|P)dx y [ig A blu|?*'dx , tienen signos
diferentes, entonces @, no tiene puntos de criticos, por lo tanto no hay multiplos de # en N, .

Andlisis de la funcion de fibrado

Analizadas las posibilidades para la funcién auxiliar m,,, vamos a analizar todas las posibilidades
para la funcién de fibrado, para lo cual se tiene cuatro casos a considerar:

Caso 1: Si f[O’A]b|u|‘1“dx <0y fioa (| oDYulPdx—Alu|")dx > 0, entonces se tiene el escenario

descrito en la propiedad (e) del Caso B, esto se observa en la grifica (a) de la Figura 3.3.
Luego ¢,(¢) es creciente (ver gréfica (b) de la Figura 3.4) pues de (3.29) se tiene que ¢,,(¢) > 0.
Asi, no se cumple la equivalencia (3.34), por lo tanto se concluye que ningtin multiplo de
uestd en .

aso &: D1 u x < y 0 u X— AU x < 0, entonces se tiene el escenario
Caso 2: Si [ blulT'dx <0y [io o (| oDFulPdx—Au|P)dx < 0 i 1 i

descrito en la propiedad (f) del Caso B, esto se observa en (b) de la Figura 3.3. Ademas, se
tiene que m,(¢) es continua y linamu () = oo, entonces, para f; suficientemente pequefio se
t—
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Afui+

h

My, (1)
\ H.[\ J

AHiu) o

\j
T
\J

(a) Gréfico de m,, (b) Gréfico de ¢,

Figura 3.4: Posible gréfica de ¢, en el Caso 1.

tiene
() >/1/ lulPdx.
0.4

Ademds, A [ o1 [u|Pdx > [ | 0DFulPdx y h’r%mu(t) = Jjo,a| 0D u|Pdx, entonces existe 1,
bl k) t% )

suficientemente grande tal que
malt) < /1/ lulPdx.
[0,A]
Definiendo my, : [t;,t,] — R, y siendo m,,(¢) una funcién continua con

my(t) < A lu(x)|Pdx < my(ta),
[0,A]

entonces, por el teorema de Valor Intermedio existe ¢ , € (t1,1,) tal que,

my(t,) = A oA |u(x)|Pdx

Ademas,
w ) =[(p =D =l [ plufrax,
[0,A]
luego
m,(t) <0, dado quet >0, | <g<p—1,2<p<oo

Por tanto m,, () es una funcién estrictamente decreciente. Luego, se puede concluir que f, es
Unico, es decir, la ecuacién (3.35) tiene una dnica solucién ¢,. Ahora se procede a demostrar
que t,u €N,
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Problema Estacionario Fraccionario

Caso 3:

En efecto
Como my,,(t) tiene una tnica solucion, sustituyendo (3.35) en (3.31), se tiene

A |urdx= / | oD%u|Pdx — 18P / blule+ dx,
[0,A] [0,A] [0,A]

de alli

9

/ |0Dgu|pdx—7t/ |u|1’dx—z3*<f’*l>/ blul4+ dx = 0. (3.50)
[0,A] [0,A] [0,A]

Multiplicando la ecuacién (3.50) por t/ ! se tiene

zgfl/ (|ODgu|P—Mu|P)dx—zg/ blul9* dx =0, (3.51)
0. N

que es lo mismo que J (f,u)t,u = 0.
Consecuentemente ,u € Ny . Como t,u € Ny, m,(t,) <0yt >0, por la observacién 3.2.1

1
¢z/u/u(1) =" m/u(tu) <0
y esto es, f,u € N, . Note también que 0. (t,) = 0, es decir que ¢, tiene un dnico punto critico

en t =1, que es un punto maximo local.
En efecto, de (3.51), se sabe que

zg;*l/ ( ODg‘u|P—/uuyP)dx—z3/ blul9* dx =0, (3.52)
[0,A] [0,A]
Dividiendo la ecuacién (3.52) por ¢, # 0 se tiene que

zg—z/MqODguvMuv’)dng—l/ bl dx =0

0,A]
Ademas
Ii —1im |7 a,p p 7t +1 _
tim ) =tim 2 [ (bl < Al)as- 25 [ pufrtia| = e
y
tP tq—H
i o= tim | [ (ol )= 2 [ ofuieta] =0

De este andlisis, se sigue que la gréifica de ¢, es como (b) de la Figura 3.5.

Si f[O7A]b|u\q+1dx >0y Jioa (| oDYulPdx—AlulP)dx > 0, entonces se tiene el escenario
descrito en la propiedad (f) del Caso A, esto se observa en la gréfica (a) de la Figura 3.2.
Ademas,
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(a) Gréfico de m,, (b) Gréfico de ¢,

Figura 3.5: Posible gréfica de ¢, en el Caso 2.

imm, 1) = Jim | [ o0 [ bl
e 1= 1J]0.A] 0,A]

(3.53)
— [ | oD%ulPdx> ;L/ lulPdx
[0,A] (0.A]

y

lim m,(t) = lim [/ | 0D§M|pdxftq_(p_l)/ b|u|q+1dx] =

=0+ =0t | J[0,A] [0,A]
Como my,,(t) es una funcién continua con

z. p z.

Tim (1) < 2 /M julPdx < Yim m (1),
por el teorema de Valor Intermedio, existe 7 , € (0, +o0) tal que,

my(ty) = A |u|Pdx.

[0,A]

Ademas,

w0)=[(p= D)=l [ bluprax. (3.54)

[0,A]

luego

ml,(t) >0, dado quet >0, 1 <g<p—1,2<p <o

De este modo m,, es una funcion estrictamente creciente, se concluye que la ecuacion (3.35)
tiene a #, como una tnica solucién. Analogamente se ve que #,u € N; . Como m,,(t) tiene una
Unica solucidn, sustituyendo (3.35) en (3.31), se tiene

49



Problema Estacionario Fraccionario

Caso 4:

A Jue)pdx= / | oD%ulPdx— 14" / blul9*dx,
[0,A] [0,A] [0,A]

de alli

/ |0Dgu|pdx—7t/ |u|1’dx—z3*(”*”/ blu|" dx = 0. (3.55)
[0,A] [0,A] [0,A]

Multiplicando la ecuacién (3.55) por ¢} ! se tiene

o (oDgul = Ay de—if [ bluftdx=o, (3.56)
[0,A] [0,A]

que es lo mismo que J; (#,u)t,u = 0. Consecuentemente #,u € Nj. Como t,u € Ny, m,(t,) >0
yt >0,

¢z/u/u(1) = tpﬂm;(tu) >0

es decir, 1,u € Ny

Note también que ¢/ (z,) = 0, es decir que ¢, tiene un punto critico que es un punto minimo
localent =1,.

En efecto,

zg;*l/ (|0D£‘u|p—),\u|1’)dx—t3/ blul9*dx =0, (3.57)
0. 0.

Se divide la ecuacion (3.57) por ¢, se sigue que

zg;—Z/ ( 0D§M|P—Mu|f’)dx—zg—1/ blul** dx = 0, (3.58)
[0,A] [0,A]
Ademés,
tp t(]+1

1im ¢, () = lim [/ (| oDZul? — Alu|?) dx — b|u\q+1dx] =00

t—s00 i—e | p Jjo.A] qg+1Jpa
y

t[7 t([+1
lim ¢,(¢) = lim [/ (| oDSu|P — Alu|?)dx — b]u|q+1dx} =0
-0+ =0+ | p J0.A] g+1JjpA)

De este andlisis, se conluye que la grafica de ¢, es como (b) de la Figura 3.6.

Si fooal blu[t'dx >0y Joa | oDFul? =2 Jig o [u|Pdx < 0, entonces se tiene el escenario
descrito en la propiedad (e) del Caso A, esto se observa en la grafica (b) de la Figura 3.2.
Luego ¢, () es decreciente(ver grafica (b) de la Figura 3.7) pues de 3.36 se tiene que ¢, (1) < O.
Asi, no se cumple la equivalencia 3.34, por lo tanto se concluye que ningtin multiplo de u estd
en N, .

50



3.2 Variedad de Nehari y Funcién de Fibrado
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Figura 3.6: Posible grifica de ¢, en el Caso 3.
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(a) Grafico de m,, (b) Gréfico de ¢,

Figura 3.7: Posible gréfica de ¢, en el Caso 4.

Después de este andlisis, ahora se puede definir:

L.(A)= {u € EXP

a7p
ue E0

=1, (loDul? =217} >0}
[0.A]

lul| = 1,/ blule+ dx > o}
0.

Al =1, [ (oDgul? = Aful?)dx < 0}
[0,A]

lul| = 1,/ blu|¢*dx < 0}
0.

ull = 1,/ (| oD%u|? — A|u|P)dx = 0}
[0,A]

lul| = 1,/ blu[9* dx — o}
0.
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En resumen se tiene lo siguiente:
(i) Siu € L. (A)NB4, entonces t — ¢, (¢) tiene un minimo local t =1, y t,u € N{.
(ii) Siue€ L _(A)NB_, entonces t — ¢,(t) tiene un maximo local t =1, y t,u € N, .
(iii) Siu € Ly(A)NB_, entonces t — @,(¢) es estrictamente creciente y ningin mdltiplo de u esta
enN,.
(iv) Siu e L_(A)NB,, entonces t — ¢, (t) es estrictamente decreciente y ningtin miltiplo de u
estaen V).

3.3 Propiedades de la variedad de Nehari

En esta seccion, se muestra la importancia de la condicién L_(A) C B_ en la determinacién de la
naturaleza de la variedad de Nehari.
@ Cuando A <Ay, por (3.18) se tiene que [y A (| 0DFu|” — A|u|?)dx > 0, para todo u € E;7.
Asi
Li(A)={u€ kg |lul =1}
yL-(A)=0,Ly(A)=0.
@ Cuando A = A, tenemos L_(A) =0, Lo(A) = {¢1}.
@ Cuando A > Ay, L_ (A) es no vacio.
De acuerdo con las consideraciones anteriores, se verd que la condicién L _(A) C B_ siempre se
cumple cuando A < A, ya que en este caso el conjunto L_(A) = 0.

Teorema 3.5

Suponga que existe 2 tal que, para todo A < AL (A) C B_. Entonces, VA < A, se cumple
que

O Lo(A) SB_yasiLo(A)NBy = 0;

© N, es acotado;

Q0¢ Nil_, y N, es cerrado;

O Ny NN; =0.

Demostracion. @ Suponga por contradiccién que Lo(A) € B_. Entonces existe u € Ly(A) tal
que u ¢ B_ . Luego si

uELQ(l)iueEg’p,HuH =1,

/ (| oD%ulPdx — Alu|P)dx =0
0.A]

|u‘ g+1
u¢B_ = b<> dx = 0.
o.A] N\ [l

Sid<u< 2., entonces

0= [ (oD%ul? ~Alul")dx> [ (|oD%ul? ~ plul?)dx = uw € L- (1),
[0,A] [0,A]
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3.3 Propiedades de la variedad de Nehari

de modo que L_(u) € B_ lo cual es una contradiccién a la hipétesis del teorema. Luego
Lo(A) € B_ y siendo B_ N By = 0, se tiene, Lo(A) By = 0.

© Suponga que N, no es acotado. Entonces existe {u, } C N;, tal que ||uy || — oo cuando n — co.
Seav, = ﬁ De ese modo se tiene que {v,} es acotada y por el teorema 2.19 se puede asumir

sin pérdida de generalidad, que v, — vo en Eg"". Asf v, — vo en LP([0,A]) y en LIT1([0,A]),
yaque l <g < p—1.Como u, ENI,

1
/ blv,|? dx = 71/ blu,|* 1 dx > 0,

luego;
/[O A]b|v0\q+1dx > 0. (3.59)
Ademas, u, € NI C N, asi que por (3.43), se tiene
/ ( Oogunyp—zyunyp)dx:/ blun 4+ dx (3.60)
[0.A] [0,A]
y al dividir (3.60) por ||u,|
o, |p p q+1 q+1
/ (’ oD uy| _2 |y )dx:/ b |y N [[un | dx
0]\ [|un]|? a7 ] a7+ {7

entonces

P sigue

1
D%y, |P — Alv,|P dx:/ blv, |9 ——— dx—0
o 0Pl =Rp )= f bl e

en L ([0,A]) dado que b|v,|*" es acotado en LIT1([0,A]) y [|u,||P~H)) — o,
Ahora supongamos que v, - vy en Eg P Por (2.6) se tiene

/ | 0D vo|Pdx < h’minf/ | 0D val?,
0. n=e Jooa
luego,
/ (| 6D%vo|? — Alvo|?) dx < lfm/ (| 6D%val? — Alva|?) dx = 0
0. = Jjo.n]

y de esta manera se tiene, H:—gn eL_(A).
Sin embargo, la hipétesis del teorema es L_(A) C B_ entonces
contradiccién por (3.59).

Ahora, suponga que v, — v en E; ([0, A]). Por tanto [[vo|| =1y

ﬁ € B_, 1o que es una

oy 0PI = Alvl?)dx = lim [ ([oDEwl? ~ Al dx=0.

Entonces, vy € Lo(A) y por la parte (i), Lo(A) C B_, se obtiene que vo € B_, lo cual es
nuevamente una contradiccién por (3.59). Por lo tanto, Nf es acotado.
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Suponga que 0 € N, . Entonces existe {u,} C N, tal que 1im u,, = 0.
A A
n—soo

Sea v, = m, luego por el teorema 2.19 se puede asumir sin pérdida de generalidad, que

v, — vo en Ey7([0,A]) entonces v, — vo en LP([0,A]).
Como u, € N, C Ny, por (3.43), se tiene
/ ( ODgunyP—MunV)dx:/ blun 4+ dx < 0 (3.61)
[0,A] [0,A]

y multiplicando por ||u,|| 7, se obtiene que

/ (| oDl il >dx=/ b |“"’q++11 lia 1772
0]\ [|un]|? [ |7 oA unl[ 7 [Jan [P
luego

1
D& |P = Alva|?)d :7/ blv,|*'d
/[o,A}GO el A = e fo M

por lo tanto

a7 [ ([ 0DEw )7 = Al dx = [ bt <. (3.62)
[0,A] [0,A]
Se sabe que {v,} es acotada en E; ([0, A]), la funcién b es regular en [0,A] y 1 {[u, || =0,
entonces '

lim blv,| T dx =0 (3.63)
y por ende

/ blvo|Tdx =0, (3.64)

0.A]

dado que b|v,|9*" es acotado en [0, A] y [|u,||P~4FD) — o,
Ahora, supongamos que v, — vo en Eg "’ ([0,A]), entonces ||[vo|| =1y

/ (| 6D%vo|? = A|vo|?) dx = lim/ (| oD%vn]? = A|val?) dx <0,
0. == o

por lo tanto vy € Lo(A) 6 vo € L_(A). Sin embargo, por hipétesis del teorema L (1) € B_
y por (i) se sigue que Lo(A) C B_. En ambos casos se tendria vo € B_ lo cual contradice a
(3.64).

Luego, si v, - vg en E; 7 ([0, A]), entonces por (2.6) se sigue que

| loDEwlrax<tim [ oD [rdx
[0,A] n—=ee J[0,A]

Ademds, se sabe que {v,} es acotada en Eg 7(10,A]) y por el teorema de la Convergencia
Dominada (2.5)

lim |va|Pdx = / lim |v,|Pdx (3.65)
[0,A]

n—0 J10,A] n—oo
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3.3 Propiedades de la variedad de Nehari

entonces
/ (| 6D%vo|” — Alvo|?) dx < 1fm / (| 6D%va]? = Alv|?) dx < 0.
0. = Jio.A

Por lo tanto, Hf—gH € L_(A)NBy lo cual es nuevamente una contradiccion, dadoque L_ (A1) C B_

y tambieri en B_ N By = 0. Entonces se concluye que 0 ¢ NT{

Abhora sigue la demostracién de Nil_ es cerrado y para ello se debe probar que Nil_ CN,.
En efecto, sea {u,} C N, , luego existe {u,} € N, tal que u, — uen E;"7([0,A]). Entonces
u € N, y como vimos anteriormente, u no puede ser idénticamente nula, es decir u #
0.Entonces, se tiene el siguiente resultado

/ (yODguyP—Mu\P)dx:/ blul4*dx < 0. (3.66)
[0.A] [0,A]

Si ambas integrales son iguales a 0, entonces i € Lo(A) N By, lo cual contradice (i) del
teorema 3.3. Por lo tanto, de (3.66) se deduce que ambas integrales deben ser negativas, y en
consecuencia u € N, . Asi, se concluye que N, es cerrado.

© Supongamos que existe u € Nj’ NN, .Comouc N, , por (iii), se tiene que u no es
idénticamente nula en consecuencia

/ bluldx < 0
(0,A]
Ademds, dado que u € Nill+ entonces

/ blu|"dx >0
Jio.A]

lo cual es imposible. Se concluye que NizrﬂN/{ =0.

Teorema 3.6

Suponga que existe A tal que, para todo A < A, L_(A) C B_. Entonces, VA < A, se cumple
que (hipdtesis del teorema 3.3);
(i) Jy es acotado inferiormente en NI

(ii) ulerzlvf; Jx(u) >0, lo que demuestra que N, es no vacio.

Demostracion. (i) La prueba de (i) es una consecuencia inmediata de la acotacién de N} (de (ii)
del teorema 3.3)
(ii) Observe que Jj (1) > 0 para u € N, . En efecto, si u € N, entonces u € N; y

11 11
Tw= (L1 / D&ul? — Alul?)d :() blu?"dx>0. (3.67
A (p q+1> ol Pl A= =2 ) o Pl dx20- 367
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Suponga que 1inf J) (u) = 0. Entonces existe {u,,} C N, tal que lim J; (u,) = 0. Por (3.43),
UEN, n—poo

vea que

/ (| 6D%un|? — 2| oD%up|P)dx — 0

[0:A] (3.68)
/ b\uo|q+1dx:/ bluy|? tdx — 0
[0,A] [0,A]

cuando n— oo,
Sea v, = H »7. Como vimos anteriormente 0 ¢ N; ; luego {||up||} es acotada lejos de 0, esto es, existe
¢ > 0 tal que ||u,|| > c. Entonces,

1
lim D%y, |P — 4| oD%V pdx:h’mi/ D%u,|? — A| oD%u,|P)dx =0
N—soo [O,A](|O X ”l| |0 X n| ) Vl—>°°”1/tn”p [OA](’O X n| ‘O X n| )
y
lim b|v,| T dx = lim blu,| dx = 0.
n—es J0,A] =0 [ty ||P Ji0,A]

Siendo v, acotada, por el teorema 2.19 se puede suponer sin pérdida de generalidad que v ,, — vp en
E;([0,A]). Entonces, v, — vo en LP([0,A]) y en LI71([0,A]). Como la funcién b es una funcién
regular en [0, A], usando el teorema de Convergencia Dominada 2.5 se concluye que

iim [ Blva*'dx= [ blim \v,,yq“dx:/ blvo|"dx = 0
n—=re J10,A] [0,A] n—re [0,A]

Luego, [ig A blvo|9* dx = 0, es decir, vo € Bo. Si v, — vo en E; " ([0,A]), entonces [|vo|| =1y
[ (1Dl = 2] oDEvol)dx =0
[0,A]
esto es, vg € Lo(A). Sin embargo, si v, - vo en E; 7 ([0,A]), se tiene
/[ (1oDE(0I? A1 oD ol <0
0.A

esto es, ‘ ‘ € L_(A). Entonces en ambos casos H H € By lo cual es una contradiccidn, pues como
sesabe L_(A) CB_y Lo(A) N By = 0. Por lo tanto,

inf J (u) >0
ueN{

Existencia de solucién débil del problema estacionario

En esta seccién se demuestra que existe un punto minimizador en N, (N, ) el cual es un punto critico
de Jj (1) y en consecuencia es solucién no trivial del problema estamonarlo P.
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3.4 Existencia de solucion débil del problema estacionario

Teorema 3.7

Suponga que L_(A) C B_(A) para todo A < A; entonces VA < A
(i) Existe un punto minimizante para J; en N,
(i) Existe un punto minimizante para J; en N, siempre que L_ (A) es no vacio.

Demostracion. (1) Por el teorema 3.6, se tiene que J , es acotado inferiormente en N ; . Por la
definicién de infimo, existe una sucesién minimizante {u,} C N;[ tal que

lim Jj (u,) = inf Jy (u) <O. (3.69)

n—oo u€N+

Usando (3.42), se tiene

1 1
o (un) = ———/ bluy |71,
(it (p q+1) [0.A] al

con (117 q+1) <0y fo/\]b|V0\q+ dx > 0 para todo n, se tiene que J; (u,) < 0.

Ademds, segun (ii) del teorema 3.6, N 4 es acotado, por lo que se puede suponer que u, — ug
en Ey "y por el teorema 2.19, u , — ug en L77([0, A]). Por lo tanto, se deduce que

/ blug|?dx = lim o A]byu,,yq+ldx >0 (3.70)

Uo

[Juo]|
Por el teorema 3.3, L o(A) CB_, L_(A) C B_ y tenemos también que B_ N B, = 0. Asi,

H H € L{(A)NBy y por resultados anteriores obtenemos que la funcion de fibrado ¢,, tiene
un dnico minimo en t,, tal que #,,u € le—'

Se debe demostrar que ug estd en la variedad de Nehari. Para ello, suponga que u,, - ug en
E;"”, por tanto

1

fonbliolttiax ]

tyy = ’ o > 1
Jio.a) (| oDZuo|P — Aluo|P)dx

ademas,
T () = / (| oD%uo|” — A| oD%uo|”)dx — / bluo|4+ dx
0.A] 0.A]
< Jim [ (loDfunl? 4| DSl )x~ / blun 4+ dx (3.71)
n—r [
:’}glolofl(un).

. L. L. " ’ .
Como ¢,, tiene un tnico minimo en #,, tal que t,,uo € N;, se sigue que

Bug (tuy) = 1 (tugtto) < Gy (1), V1 €RT,
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(i)

en particular vale la desigualdad parat =1,

I (tugtto) < J3 (o). (3.72)
Luego por (3.71) y (3.72), se tiene que

Iy, (tyguo) < Jj (uo) < lim Jy (u,) = inf Jy (u)
n—reo ueN;

lo cual es imposible, dado que #,,uo € N)T .
Por lo tanto u, — ug en Eq " y asi ug € N;. Sigue que ug es minimizador para J, en N}

Por otro lado J (u) = J5 (|u|) (2.2) y se puede asumir que ug es no negativo en [0, A]. Por lo
tanto J) (up) < 0, up es un minimo local para J; en N;. Sigue del Lema 3.4 que up es un
punto critico de J), y asi es una solucién débil del problema P,.

Sea {u,} C N, una sucesién minimizante para J, en N, . Luego de el teorema 3.6, se tiene
que

lim J,l(un) = inf J,l(u) > 0.

n—eo UEN,

Suponga que {u,} es no acotada; de modo que, ||u,|| — oo, cuando n — co.

. Un
Considere v, =

Tl Siendo, {J; (u,)} acotada, sigue que
Up

{[ onsul=2luast v { [
[0,A] (0,A]

(Ol }

B

son acotadas y por esto

lim (| oD%Vp|P — A|v,|P)dx = lim b|v, | dx
e J[0.A] e J10,A]
1
= lim 7/ blu, | dx
n=e> [[un [P Jj0,4]
=0.

Como {v,} es acotada, se puede asumir que v, — vo en Eg 7 ([0,A]) y v, — vo en LP([0,A]) y
en L771([0,A]), de modo que

/ b(x)|vo(x)|7dx = 0.
[0.4]

Si v, — vo en Ey 7([0,A]), se ve que vy € Lo(A) N By lo cual es imposible; por la parte (i) del
teorema 3.3.
De alli v, -+ v en E; " ([0, A]) y asi por 2.6, se tiene que
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3.4 Existencia de solucion débil del problema estacionario

/ (| oDZvol? — A|vo|P)dx < lim/ | 0DZvy|P — Alvy|Pdx = 0.
[0.4] n=ee J[0A]

Por lo tanto, vo # 0 y HV—OH € L_(A)N By, lo cual es nuevamente imposible.
Vo

Asi {u,} es acotada y por esto se puede asumir que u, — g en Eg Py u, — ug en LP ([0, A])
y en L91([0, A]).
Suponga que u, - ug en E; ([0, A]). Entonces se tiene

11\
/ blug|?* ' dx = lim bluy|9 dx = (—) lim Jj (un) < 0;
[0,A] p q+1

n—e 10, A n—oo
y
/ (| oD%uo|” — Aluo|?)dx < lfm/ (| oD% 14| — Al1tn|?)dlx
[0,A] n=ree J10,A]
= lfm/ blu, | dx = /b\uo\qﬂdx <0.
n=e J10,A]
Por lo tanto, V—OH €L _(A)NB_(A)y asit,up €N, , donde
Vo

1
f[O A]b]u()]q“dx p=(g+1)
Ly, = . o <1
Jio.a(| oD uo|P — A fuo|P)dx

Ademds, t,ty — tyyto, PETO LUy — g €n Eg 7, luego,
I, (tyguo) < lim Jy (ty,un)
n—yoo
Como el operador t — J; (#(u,), alcanza su maximo en ¢ = 1
lim Jl ([uouo) < lim Jl (un) = inf Jl (Lt)
n—seo n—seo ueN;

Por lo tanto, J; (t,,uo) < inf, Ny 2 (1), 1o cual es una contradiccion.
En ese sentido, u, — ug en E(‘)X P[0, A] y se sigue que ug es un punto minimizador para J; (u)
eniN, .

Dado que Jj, () = J; (u]) (2.2), se puede asumir que ug es no negativo en [0,A]. Dado que
N, es cerrado ug es un punto minimo local para J; en N, .
Se sigue del Lema 3.4 que ug es un punto critico de J, , y asi es una solucién débil del problema
P.

|
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4 — Problema parabdlico fraccionario

En este capitulo, se demuestra la existencia de solucién débil para el problema parabdlico con
derivadas fraccionarias Pj. Se presenta notaciones basicas, definiciones, y resultados preliminares
que se utilizaran a lo largo del capitulo.

Lema 4.1 ([26]) Suponga que y € C[0,T], T >0y 1 < a < 2, entonces el problema

D%u(t) =y(t) , t€[0,T] “4.1)

tiene una dnica solucion

u(t) = uog+u'(0)t+ ﬁ /Ot (t—5)* 1y(s)ds 4.2)

Por la definicién 2.12, el teorema 2.13 y el Lema 4.1, se puede escribir el problema P | como una
ecuacion integral.

Teorema 4.1

Seal < B <2y [B] =n.Una funcién u € C[0,T] es solucién del problema P; si y solo si,
essolucion de la ecuacidn integral

() = 009+ WO+ s | (=50~ (= DR( oDEu(r.5) aDu(x.5)
+ AJu(x, 8) [P 2u(x, s) + b(x)|u(x,5) |9 u(x, s))ds, ¥(x,1) € Qr

u(0,t) =u(A,t) =0 , paratodoten Q=10,T]

E;
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Problema Parabédlico Fraccionario

Definicién 4.1
Sea F : [0,A] x [0,T] — R tal que

F(x,u(x)) = — :D%(| oD%u(x,5) P2 oD%u(x,5)) + A|u(x, 8) [P~ 2u(x,s) +b(x)|u(x, s) |7 u(x, s).

una funcién continua en un recinto plano G C [0,A] x [0, T] que contiene a u(x,0) = ¢(x) y
verifica la condicién de Lipschitz respecto a t:

‘F(x,l‘]) —F(X,t2)| SM’t] —tz’

Demostracion. ( del teorema 4.1)
—>| Sea la funcién continua F(u) : [0,A] x [0,T] — R con

F(x,u(x)) = — :DY(| oD%u(x,5)|P~% oD%u(x,s)) + Au(x,s) [P~ 2u(x,s) +b(x)|u(x,s) |7 u(x,s).

4.3)
Del problema P; se tiene la ecuacion
SDPu=F(u) (4.4)
sujeta a las condiciones iniciales
u(x,0) = ¢(x) y u;(x,0) = y(x), con x € [0,A] (4.5)
Aplicando integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 8 por izquierda a (4.4),
off (6D u) = ol (F(w)) (4.6)
luego dado que 1 < B < 2 el valor de n = 2 y de la propiedad (2.19) se tiene que
) (0)
u
)= ¥ = (=0 = o (F), 1€ [0.7]
(1)~ u0)~ O = s [ (=P~ F(wd
u(t) —u(0) —u = —— —s u)ds,
I'(B) Jo (4.7)
luego reemplazando las condiciones (4.5),
(1)~ 60) ~ (o = g [ (=9 Pl
u(t) —o(x) —yx)t = ——< — u)ds,
I'(B) Jo

se obtiene la ecuacién integral Ej.
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<] En la ecuaci6n integral E|, se aplica derivada fraccionaria de Caputo de orden f3

1 t
u(x,t) =¢(x)+ xt—i—i/ t—$)P1F(u)ds
(x,) = 0 (x) + w(x) F(ﬁ)o( )7 F (u)
§DF u(x,1) = §D 0 (x) + DL w(x)i + §DF (olf F (),
luego con la propiedad (1.6) y (1.9), se sigue que,

1 t
CDﬁ — / _N2—a—1,(2) CDB IﬁF
0 tu(x’t) O+F(2—(X) O(t S) f ds+0 t(Ot (u))

CPPu(x,t) = Fu(x,1)).

Para obtener las condiciones iniciales se considera r = 0 en u(x,#) de la ecuacién E;

1 0
u(x,0) = ¢(x) + w(x)0 + F(ﬁ)/o (0— )P~ F(u)ds

u(x,0) = ¢(x), derivando u(x,t) y reemplazando ¢t =0

{ 0 (4.8)
w(x.0) = W)+ s /0 (0— )8~ F(u)ds
l/lt(X, 0) = l[/(X)
se tiene el problema P;. ]

Definicion 4.2
Se dice que u € C([0,T];Ey""[0,A]), T > 0 es una solucién débil de la ecuacién diferencial
de orden fraccionario P, si

/[0 R (u—®(u))vdx =0, Vt € [0,T), para cada v € E; [0, Al.

Esto es:
_ L . —Sﬁ_ _ o Oéuxsp— auxs
/[O,AJde_/[o,A} {q)(x)ﬂl(x)”r(ﬁ)/o(t )P (= DX (| oDFu(x,5)[P 2 oDYulx,s))

4 AJu(x, 8)[P2u(x, 8) 4 b(x) [u(x, )7 u(x, 5))ds| vdx

Definicion 4.3
[28] Dado dos espacios normados X e Y. Se dice que un operador A € .Z(X;Y) es compacto
o completamente continuo si para cualquier sucesion acotada x, en X, la sucesién Ax, en Y
posee una subcesion convergente.
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Problema Parabédlico Fraccionario

Lema 4.2 Sea b € L[0, A}, entonces el operador
D(u) : E;7[0,A] — E“P[0, Al

es completamente continuo.

Demostracion. En efecto, sea
F(u) = — DX(| oDYu(x,)[P~* oDFu(x,s)) + Alu(x,s)[P2u(x,s) +b(x)|u(x,s)|" u(x,s)

Luego, se puede escribir

D(u) = ¢ (x) + y(x)+ F(lﬁ) /O (= )PV (u)ds 4.9)

Para cada v € E; " ([0,A]) y ||v||E(z)x,p = 1, se tiene que

(F(u),v) —/[0 A](—] oD%u(x,5)|P~% oD%u(x,s) oD%v(x,s) + A|u(x,s) | >u(x,s)v(x,s)

+b(x)|u(x,s)|7  u(x,s)v(x,s))dx, Para cada v € E;"

Considere por simplicidad de escritura que u(x,s) = u, v(x,s) = v, b(x) =b

[(F (u),v)] =

/ (=] oDxu|P~2 oDyt oD%V + Alu|P2uv + blu|7 ' uv)dx (4.10)
0,A]
Teniendo en cuenta que, por el Lema 3.4, se sabe que r(u) = (J; (u),u) = 0, es decir
/ (| oDu]?)dx = / Muv’dx+/ blult dx
[0,A] [0,A] [0,A]

Ademds, E; [0, A] < LP[0, A], se tiene la desigualdad de Poincaré 0A] < T 311 loDfullr(0,)»

— Nl gy entonces o n] < g el o o PO o que

recuerde que [oDful| (o)

A%
p Py — p p
/[(LA]MM, dx < |A|/[O,A]|M| dx = |7L|||LtHU,[OA < |M I(a 1)|| || S0

Ademas por (3.20) y (2.7) , se tiene

Al=(g+1)/p+a(g+1)

q+1

blu|dx < ||b]|;-
P < W)
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Al (g+1)/ptalg+1) .
T(ag ot > a8k

Sea S = yC=

((x+1)

+1

e <IAISP -+ 1ol O
1
el = 1218 s <10 A O
e (1= 2157) <[0Tl

HMHES"” 16| =0, €
Hquﬁ_l — (1=[A[sP)

HbHL 0.A]C4!
— (1-]AlsP)

Ju u"

1
||bHL°°([0A])Cq+1 (p—(q+1)
ap < | o 4.11
HMHEOP — < (1—‘1’Sp) ( )

Ahora siguiendo nuevamente con (4.10) se tiene que

|(F(u),v)| = ‘/ (—| 0D§2‘u|p_2 oD%u OD)‘ZV+7L|u|p_2uv+b|u|q_1uv)dx
0,A]

‘/ b|u|qux’

(4.12)

/ | oD%ulP~1 o\D%vdx| +
(0,A]

’/ AlulP~tvdx| +

luego por (2.28), (4.11) y la desigualdad de Holder (2.5), se tiene que

/ | oD%u|P~! ¢D%vdx < (/
[0,A] [0,A]

9

p=1
|0Dgu|(111)ppldx> ’ </ | Ong’de> !
(0,A]

=l oDgullfy Il oD VIIee = [l V] ap-

Ademas,

el 1/p
/ |u|P~vdx < (/ ]u](”l)ppldx) ’ </ \v|”dx)
[0.A] [0.A] [0.A]

5

AQ p—1 AY
= p—l p < -, < p_l ap.
It e < (s ) I (s ) Wl

A% p
~(rars) B Il = SNl g

65



Problema Parabédlico Fraccionario

4q rP—q
P P
/ b\u!quxSHb||Lm[07A]</ |u\q‘édx> (/ \v|p”qu>

p=q-1 L p=q_p

<15l po.a1 1l </ |1yp”qq1dx> o= </ |v|"p"(”‘q)dx> o i
[0,A] [0,A]

P
= [1Bll=p0.] 1[5 1A

P

—g—1 P
|5

A% q p—q-1 A% =4 £
< HbHL""[O,A] (1“(054—1)) H”H%g,p\/“ b (F(a+1)> Hv|£g‘f,,

Aqa+ 1’;#4,&

7 "pq
< ||b||;e _—
<[]l [O,A]F(a+1)qa+#

P
el IVl

p—q—1 , pa
—-q + p—q

. . . . . qat
Sustiyendo en (4.12) las estimaciones anteriores y considerando M; = &

(o+1)"% 77
sabe que HVHE(«)W =1,yl<g<p-—1y 2<p<eoo, entonces se tiene que,

—1 —1
[(F (), v)] < llullgar + 2187 el o + 1Bl (0.7 M IIMHZg.p

[(F (), )] < (14 A1SP) [l + 1Bl =041 M1 1] e
0 0

_p-l g
HbHL"“([O A])Cq+l p—(g+1) HbHL""([O A])Cq+l p=(¢+1)
F + py ( 2= A 7 12llz=(0,AD&"

, también se

4.13)

Donde S,C,M; son constantes que se obtienen al usar la desigualdad de Poincaré-Friederich (2.26).

66



Luego,

[Pl (gery- = sup [{D(u),v)]

V| a,p<1
I Hbo »

= sup
V|| Lop <1
Mo

1 ! _
(¢(X),V>+<W(X),V>t+r(ﬁ)/0(I—S)B HF (u),v)ds

< 19 0x), )] + W), vy + \F(lﬁ) [ =5 F . vas

< N9 l=o.ap Vlleep + W) = (ro.ap [V llop T+ [(F (), v)]

/Ot(t —s)Plds

1 4 _
F(B)/o(t_s)ﬁ lds

M
<o) = (1041 + W) z=(t0.An T + =5~
¢ (x) |l ([0,A]) [ (x)]| ([0,A)) ()

M
< 10 le= o) + IV - 00T + g5t
M g
< IO @le-o) + W0 o) T + 557"

Por lo tanto, ®(u«) es acotado.

Asi también, para cada v € Eg’p[O,A}, t1 <ty t1,h €[0,T], T>0yt,—1t; <&, vea que:

[ulex)ule)]| = sup_ (@)~ @u().)]
= su X),V — LIZ —sﬁ_1 u),v)ds
= [+ JRCEDERORY
1 gl _
) /O (ty — )P~ (F(u),v)ds
[@u(ts) — Bulen)]| < (W) o IVl g2 11 +F(1ﬁ)|<F<u>,v>| / "l —s1P1ds
1 g _ _
g F@ [ 169" = (0 =) as
— W) o Ml g2 — 1] + r(lm|<F<u>,v>|<rz —y)P
= R )P — = [ (F ), (12— 1) — e (P (), ) e

I'(B) T(B)

M M
<) l=(oapl2 =11 + ﬁr(ﬁ)tf N BF(ﬁ)t{j

tﬁ ﬁ)

2 —h

M
= [[w () =(o,ap 12 — 1] + BF(B)(
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Problema Parabédlico Fraccionario

En lo siguiente, dividimos la prueba en dos casos. Ademas, para el caso 1 considere
f:(&1)—=R
t— f(1)=1P
Caso 1: 6 <1 <t <T,desde que 1 < f3 <2, se sigue que

[Pu(r2) — Pu(t))|| gory. = sup  [(Pu(tz) — Pu(tr),v)]

V|| .,
Wl

M B_.B
< w — _
< ) llz=(o.ap 2 — 1]+ ﬁF(B)(tz 1)

Con, t; <t <ty y aplicando el teorema de valor medio

tf _tf :ﬁtﬁ_l(fz—tl)
M _
= W)l =(jo,ap I2 — 1] + Wﬁtﬁ Y —n)
M
< ) ll=(jo,a) 22 _IIHW‘Q_M

M
= W) l=(0.a]6 + s 87

I'(B)
= [ W) ll=0.x8” + FI(MB)W = <HW(X)HL°°([O,A]) + F%) 5P <e

siempre que,

1 1/B
—n| < &= { (Hw(xmmw 4 Ff(”m) s} ,

Caso02:0<1 <90, n <ﬁ%5

|Pu(t2) = Pultr)|| gery: = sup [{Pu(r2) —Pu(tr),v)]

v <1
e

M BB
< oo — — (1) —
= ||ll/(x)HL ([O,A])|t2 t1| + ﬁr(ﬁ) (t2 41 )

M 1
< ) ll=(jo,a 6 + M(ﬁﬁ S)ﬁ

M
< o+ gy
W () ll=(0.4) r(B)

_ (Hw@)ﬂmw i rﬁ)) 5 <e
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Por lo tanto, dado € > 0 y estableciendo
/B

-1
6= { (HW(X)HL”([O,A]) + rz(wﬁ)) 8} ;

paracadav € Ey"([0,A]), t1 <t2; 1,1 €[0,T), T >0yt —1; < §, se tiene
[Pu(rz) —Pu(n)| = sup  [(Pu(tz) —Pu(tr),v)| < e

V| Lap <1
M

Por lo tanto, ®(u) es equicontinuo.

Por medio del teorema Arzela-Ascoli (teorema 2.7), se tiene que existe una subsucesion {®(u kj)};":] C

{®(ur) }7_, tal que -
D(uy;) — P(u)

uniformemente en E, "0, Al.
Por lo tanto ®(u) : E; [0,A] — E;""[0,A] es completamente continuo. [ |

Para usar el teorema de punto fijo de Banach, debemos demostrar que el operador ® es una
contraccion.

Lema 4.3 El operador ® del Lema 4.2 es una contraccion.

Demostracion. Siuy y up € Ey'"[0,A] entonces

[P (ur) = P(u2) || = tg%éﬁ] [P (u1) — P(ua) |

2

0()+ W00+ s [ (=98 F(a)ds — 0(3) — o

B r(B)
- r(lﬁ)/ot(t—s)ﬁlF(uz)ds
< mix F(lﬁ)/ot(t—s)ﬁlF(ul)ds—F(lﬁ)/ot(t—s)ﬁlF(ug)ds
Sé‘féi}rgm [ =91 a) ~ P as
< mix s [l ) = Fla)lds

1 t
< mix —/ t—s|P " Ykluy — uslds
“refo.A T(B) Jo | | g 2

kluy — us| /’ B
< ——= [ |[t—s|P"tds
) b

k|uy — us| Lﬁ _ kTP |uy — us|
- T B T(B+1)
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Problema Parabédlico Fraccionario

con h = 1“(%,1) < 1, se tiene que d(D(u;),P(u2)) < hlu; — uz|, por tanto el operador ® es una
contraccion ]

Existe solucion unica

Luego, de la definicién 4.1, del Lema 4.2, el teorema del punto fijo de Banach (teorema
2.12), el teorema 4.1, 1a definicion 4.2 se prueba que el problema parabdélico no lineal con
derivadas fraccionarias P; tiene una tnica solucién débil u € C([0,T];E; " [0,A]).

70



Conclusiones

5 — Conclusiones

En este trabajo se ha resuelto el problema parabdlico no lineal con derivadas fraccionarias

SDFu(x,t) = — D%(] oD%u(x,1)[P~% oD%u(x,1)) 4 A|u(x, )| 2u(x,1)
+b(x)|u(x,0) |7 u(x,1), (x,1) € Qr
P u(0,1) =u(A,t) =0, t €[0,T]
u(x,0) =¢(x), en[0.A],
u(x,0) = y(x), enl0,A],

Para resolver este problema se ha usado el método de la variedad de Nehari, conjuntamente con
elteorema de punto fijo de Banach, llegando a las siguientes conclusiones.
@ Para resolver el problema P; es necesario resolver el problema:

po{ D1 oDEu(x) P~ oDut) = Au(o)lPule) + () ()~ ), € 0.
u(0)=u(A)=0

© El problema P; tiene solucion, si y solo si, el problema integral:

o) = 00+ WO+ g [ 0=~ (= DR( oDu(es) P2 oD ()

+ AJu(x, 8) [P 2u(x, s) + b(x)|u(x, 5) |9 ulx, s))ds, ¥(x,1) € Qr
u(0,1) =u(A,t) =0 , paratodoten Q=10,T]

E;

Tiene solucién como fue demostrado en el teorema 4.1.

© El problema P ; tiene solucién débil tinica en el espacio de Sobolev fraccionario E; "’ [0, A],
bajo las hipétesis de A < A < A1, donde A, es el primer autovalor asociado al problema Py, la
regién Qr = [0, A] x [0, T, las derivadas fraccionarias de Caputo “DF y D* de orden 1 < 8 <2
y % < a < 1 de la variable temporal y espacial respectivamente, donde 1 < g < p—1, con
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Conclusiones

2 < p < oo, ademds se establece las funciones b, ¢ y y sean continuas tales que b : [0,A] — R,
b € L*[0,A], ¢(x), w(x) € L*[0,A] y u € E;"?[0,A]. Condiciones que fueron establecidas
también para resolver el problema Fy.
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